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El presente libro, que se pone a disposicién del maestro y el alum-
no de mateméticas en el segundo grado de educacién media basi-
ca, desarrolla ampliamente, tanto en contenido como en orden, el
programa oficial vigente a partir de septiembre de 1976.

Aungue las ocho unidades que forman el texto se presentan en
el orden que sefiala ¢l programa, se ha procurada que cada una
tenga la suficiente independencia de las demds para que el maestro
pueda organizar su estudio en el orden mas conveniente, de acuerdo
con su propio criterio o de acuerdo con los intereses de los alumnos.

Toda obra humana es perfectible, y mas tratandose de un libro
de texto que debe actualizarse continuamente. Esperamos que las
sugerencias de los maestros, emanadas de su experiencia docente,
nos ayuden a mejorar la presente obra en beneficio de nuestros edu-
candos.

Los AUTORES
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El matematico inglés George Boole creé un 4lgebra para la légica.
iniciando asi una nueva época en el estudio de esta disciplina

PRIMERA UNIDAD

OBJETIVOS PARTICULARES

Al concluir el estudio de esta unidad, el alumno:

I. Podra interpretar adecuadamente proposiciones compuestas
utilizando la negacién, la conjuncién y la disyuncién.

I1. Relacionara los conceptos de logica con el manejo de conjun-
tos y con algunas situaciones mateméticas concretas.

. PROPOSICIONES

Al establecer comunicacién con sus compafieros, con sus maes-
tros y con las personas que lo rodean, usted hace uso de enuncia-
dos. Algunos de estos enunciados son como los siguientes:

1. Marte es un planeta del sistema solar.

2. Napoleén fue emperador de Francia.

3. Una molécula de agua estid formada por dos dtomos de hidré-
geno vy unc de oxigeno.

.3+4=T7.

. El autor de “Crimen y Castigo” es William Shakespeare.

Benito Judrez nacié en el estado de Chihuahua.

. El protén tiene carga negativa.

.6+ 5> 11+ 12

IS WSS

En cada uno de estos enunciados, que en la clase de Espanol se
denominan oraciones declarativas, se estd afirmando algo sobre algo
¥ en cada caso podemos indicar si esa afirmacion es verdadera o falsa.
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Por ejemplo, los enunciados 1. a 4. son verdaderos, en cambio
los enunciados 5. a 8. son falsos.

A enunciados como los anteriores de los que podemos decir que
son falsos o verdaderos, se les llama proposiciones,

Fieveicio L. De los siguientes enunciados indique cuales son pro-
posiciones,

a) ¢Adonde va usted?

b) El agua se congela a 0" centigrados.

¢) Quisiera que hubiera vacaciones. _

d) Todos los numeros pares se pueden dividir entre 2.
e) 8 >5+ 3.

f)y Sir= 2, entonces 2r + 5 = 9,

g) jMaldita sea mi suerte!

h) ;Alto!

i) Manana es probable que Jlueva.

j) Me gusta el café con leche.

Fiercicio 2. De las siguientes proposiciones diga cudles son ver-
daderas y cuales falsas.

a) Al cloruro de sodio se le llama también sal.

b) México es una republica representativa y democritica.

¢) Todo nimere racional también es natural.

d) El cero es un numero natural,

e) (3 + 18)* = 441.

1) 8i x4 17 = 38.5, entonces x = 21,5.

g) 8i m = 6, entonces m* + 3m — 7 = 47.
4726 .

h) —5 < 190 X 5.

i) Todo niimero natural también es racional.

i) Algunos nameros racionales son naturales.

Ujercicio 4. Genale si las siguientes afirmaciones son verdade-
ras o no. Fundamente sus respuestas.

a) El es libertador de Venezuela.

b) Ella es la descubridora del radiuvm.
€) x es un numero primo.

d) x+ 1= 15.

e) bx* +3x— 2 =0.

LOGICA ¥ CONJUNTO 13

En todos los incisos del ejercicio anterior observamos que de
ninguna de las afirmaciones se puede decir que sea verdadera o fal-
sa. Por lo tanto, no son proposiciones,

sin embargo. esas mismas expresiones serian proposiciones sim-
plemente sustituyendo las palabras "EI”, “Ella” y “x” adecuadamente.
Ejemplo.

1) José Marti es libertador de Venezuela,
2) Maria Curie es la descubridora del radio.
3) 10 es un numcro primo.

A expresiones como las del Ejercicio 3 se les llama proposiciones
ubiertas.

Iiereivia 4. De las siguientes expresiones, indique cudles son
proposiciones abiertas y cuales son simplemente proposiciones.

a) El es un matematico francés del siglo xix.
b) St x = 3, entonces x* + 5 = 14,
¢) Ellos son el grupo mas numercso de la Secundaria 91.
d) La raiz cuadrada del mimero n es 37.5.
e) x > .05
1) El cloruro de sodio no es soluble en agua.
g) El H.O es comestible.
h) 3x + 2x + 5x = 10x si x es un nGmero real,
i) Este libro tiene 400 paginas.
1) Como « ¢s un numero natural, entonces,
al(d + 3) = 5a + 3q,

Wiercicin 5. Sustituya las palabras o simbolos necesarios en las
proposiciones abiertas anteriores, de manera que se obtengan pro-
posiciones ciertas,

2. NEGACION DE UNA PROPOSICION

Nicolas Copérnico, eminente astronomo polaco publicé en 1543
una obra, “Sobre las revoluciones de los orbes terrestres”, que cambi6
radicalmente 1a visién que los hombres tenian del universo que los
rodeaba. Anteriormente a €1, se pensaba que la Tierra estaba fija
en el espacio y que el Sol, la Luna y las estrellas, giraban alrededor
de &lla.
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La idea popular sobre la doctrina de Copérnico se concentraba
en la proposicién “La Tierra se mueve alrededor del Sol”. Los parti-
darios de Copérnico afirmaban la verdad de esta proposicién y sus
enemigos senalaban su falsedad sosteniendo que la proposicién “La
Tierra no se mueve alrededor del Sol” era verdadera.

La polémica alrededor de estas dos proposiciones marcé un mo-
mento culminante en la historia de la ciencia y las ideas progresistas.

En la ciencia, la técnica y aun en la vida diaria se discuten fre-
cuentemente parejas de proposiciones como las que hemos comentado
y que se caracterizan de la siguiente manera: si una de ellas es falsa
la otra es verdadera, y viceversa.

Eicmnpla,

Si la proposicién “La Tierra se mueve alrededor del Sol” es ver-
dadera, entonces, la proposicién “La Tierra no se mueve alrededor
del Sol” es falsa, y también, si “La Tierra se mueve alrededor del
Sol™ es una proposicién falsa entonces se debe considerar que la
proposicién “La Tierra no se mueve alrededor del Sol” es verdadera.

LOGICA ¥ CONJUNTO 15

Al tener dos proposiciones como las que estamos tratando se
acostumbra decir que una es la negacion de la otra.

Conocida una proposicién, a veces es necesaric construir otra
proposicion que sea su negacion. Observe, en los ejemplos siguientes,
como se puede construir la negacién de una proposicién dada.

PROPOSICION

NEGACION

“La Tierra se mueve alrededor
del Sol.”

“Es falso que la Tierra se mue-
va alrededor del Sol.”

“No es verdad que la Tierra
se mueva alrededor del Sol.”

“La Tierra no se mueve alre-
dedor del Sol.”

“Paris no es la capital de “Paris es la capital de Francia.”
Francia”. “Es falso gue Paris no es la
capital de Francia.,”
“No es verdad que Paris no
es la capital de Francia.”

D 42 H
“Es falso que 2 + 2 = 5.7
"No es verdad que

2+ 2 =57

2-+2=5

Al construir la negacién de una propesicidn se pueden cometer
errores como el del siguiente ejemplo.

PROPOSICION

El caballo es blanco.

NEGACION (?)

El caballo es negro.'

La negacion de la proposicion “El caballo es blanco”, puede ser
cualquiera de las siguientes proposiciones: “El caballo no es blanco”,
“Es falso que el caballo sea blanco” o “No es verdad que €l caballo
sea blanco”, y éstas no significan Io mismo que “El caballo es
negro”. Esto resulta claro si consideramos, por ejemplo, que si
es verdad que “El caballo no es blanco” esto no significa que el ca-
ballo sea necesariamente negro, pues puede ser ruano, café, etc. y
"no ser blanco”.

Ejercicio 6. Construya, en la linea que sigue a cada proposi-
¢ion, la negacién correspondiente,
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(Senale al menos dos formas de esa negacion).

a) La capital de Dinamarca es Copenhague.

b) El simbolo del sodio es Na.

¢) En el nucleo de un dtomo hay protones y neutrones,

d) Las esponjas son plantas acuiticas.

e) Los artropodos son el grupo de animales menos numeroso.

) La falta de vitamina A no produce ceguera nocturna.

g) Meéxico no es una republica federal.

h) El ntmero atémico del carbono es 6.

i) No es verdad que Lavoisier haya establecido la ley de conser-
vacion de la materia.

LOGICA ¥ CONFUNTO 17

1) Es falso que la Luna sea satélite de la Tierra.

k) 14 + 9 = 18.

18 3 |, 57
1) = TS5
m) 87 > 15.
Ljercicio 7. En el ejercicio anterior determine si las proposi-

ciones dadas y las que usted encontré son verdaderas o falsas. Com-
plete la siguiente expresion: Si una proposicién es verdadera, en-
tonces su negacion es Si por el contrario, la
proposicién es falsa, entonces su megacién es

Ejercicio B, Escriba usted la negacion de cada una de las propo-
siciones dadas. (Discuta los resultados obtenidos con sus compafneros
y con el maestro. )

a) Todos los nmiimeros naturales son ntmeros racionales.

b) Nada es verdad.

¢) Algunos nimeros impares son primos.

d) Ningan planeta tiene vida.




i adlll

18 MATEMATICAS — SEGUNDO CURSO

e) Nadie me ha llamado la atencion.

Notucion

En el estudio y el manejo de muchos conceptos matematicos re-
sulta util y comodo el empleo de simbolos breves.

A proposiciones como las que estamos estudiando ahora, se acos-
tumbra representarlas también con letras mintsculas del alfabeto
castellano. Por ejemplo, a la proposicion: “Marte es un planeta del
sistema solar” le podemos asignar la letra p. Y expresamos esto con
la siguiente igualdad:

P = Marte es un planeta del sistema solar,

Ahora bien, si tenemos una proposicién representada con una
letra y formamos su negacién, a esta ultima la denotaremos con
la misma letra precedida del simbole (~).

Biemplo.

p = Marte es un planeta del sistema solar.
~p = Marte no es un planeta del sistema solar.

Ejemplo,

g = El proton tiene carga negativa.
~ g = Es falso que el protén tenga carga negativa.

Kjemplo,

=28+ 17 = 25.

~ 7= Es falso que 8 + 17 = 25.

Biercicio . En cada inciso complete las igualdades.
a) m = Sécrates fue un filésofo griego.

~ T =

b) s = Las ballenas no son mamiferos.

— =

c) t = Todo numero par es divisible entre 2.

Q1 19

d) u = La Repuiblica Mexicana tiene 31 estados.

—_— =
e) i=

“"i—

Hernén Cortés fue el congquistador de México.

Si tenemos una proposicién abierta, podemos también formar
su negacion, y denotar a ambas con el simholismo que ya conocemos,

5 |"':'EE:".ﬁ.“' i’

Si p = x es un numero par, entonces,
~ P = X MmO €% un numero par.

5i @ = x es mexicano, entonces,

~ @ = X no es mexicano.

e I Lr

en cada inciso.

Escriba la negacion de la proposicién abierta dada

a) p = x es un namero natural mayor que 10.

('-lp:

b) v = x es un planeta del sistema solar.

—_—~ ) =

¢)w = m s un namero tal que n-5 = 40.

—~ W =

d) z = x5,

e

e) u =m0,

-~ =

13 & =x 10:

~C = =
. x

f-—d:.

h) e = x fue un presidente mexicano.

— =

i) f= x es un niimero primo.

A =
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1) g = x es un nimero multiplo de 8.

— g =

k) h=x es un divisor de 350.

— h, —

1) k = x es una de las partes de la Biblia.
— k = =

fjercicio 11, En cada inciso del ejercicio 10, sefiale 5 objetos
que hagan verdadera la proposicién abierta y otros 5 objetos gue
hagan verdadera su negacién.

3. PROPOSICIONES ABIERTAS Y CONJUNTOS

Desde la escuela primaria usted ha manejado y descrito conjun-
tos. En esta unidad veremos como las proposiciones abiertas sirven
también para determinar conjuntos.

No es necesario meditar mucho para ver que

Si se nos da una proposicion abierta, todos los objetos que
hacen verdadera esa proposicién forman un conjunto.

Por eso es factible describir un conjunto por medio de una pro-
posicién abierta.

Ejempls, Consideremos la siguiente proposicién abierta:
“x es un planeta interior del Sistema Solar”

Los objetos que hacen verdadera esta proposicién son los plane-
tas Mercurio, Venus, Tierra y Marte. De manera que si pensamos
en el conjunto p formado por estos cuatro planetas. podemos des-
cribirlo de la siguiente manera:

P = {x es un planeta interior del Sistema Solar}

Con esta notacion indicamos que el conjunto P esta formado por
todos aquellos objetos gue hacen cierta la proposiciéon “x es un pla-
neta interior del Sistema Solar”.

De igual manera, con la expresién

R = {x es un numero natural menor que 10}

Indicamos que los elementos del conjunto R son todos aquellos
objetos que hacen cierta la proposicién que estid dentro de los cor-
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chetes. Esto es, los elementos del conjunto R son los niimeros 1,
2,3,4,5,6,7,8y%8.

Ejereicio 11a.  En cada inciso senale cuales son los elementos
del conjunto que se indica.

a) A= {x es una vocal}

b) B = {x>5)

c) C={x< 8}

d) D = {x* - 25)

¢) E={x+5=70}

)y F = {x es un par}

g) G = {x +2x = 3x}

h) H = {x es un estado de la region noroeste de México}

i) I = {x es un estado de la Republica colindante con Gua-
temala}

i) J = {x es una materia del segundo grado de Secundaria}
k) K = {x es una estacién del ano}
Y L

m) M = {x es un divisor de 90}

{x es un divisor de 15}

n) N ={x es un divisor de 1}

o) O = {x es un divisor de cero}

Complemento de un conjunto

Ahora determinaremos un conjunto, a partir de otro dado, utili-
¢ - s
zando la negacién de una proposicion.

Kjemplo.  Si consideramos que U = {x es una letra del alfabe-
to castellano) es el conjunto universal de la discusion; es dgcir el
conjunto con cuyos elementos podremos formar los demas conjuntos
que mencionaremos en nuestro discurso, construiremos, dentro de
este universo, el conjunto V siguiente:

V = {x es una vocal}
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Esta situacién puede ilustrarse con el siguiente diagrama de
Venn:

6]

f
g
. K ¢ h g

Observamos que las letras a, e, i, 0, u, hacen verdadera la pro-
posicion “x es una vocal’ y, por lo tanto, esas letras forman el
conjunte V. Las demds letras hacen falsa la proposicion dada vy,
por lo tanto, no pertenecen a V.

La negacion de la proposicién “x es una vocal” es “x no es una
vocal”, v los objetos de U que la hacen verdadera son los objetos
que no pertenecen a V. Llamemos V" al conjunto de estos objetos.
Asi tenemos que

V' = {x no es una vocal}.

A este conjunto se le llama el complemento de V.
Veamos ahora otro ejemplo.
U = {x es un ndmero natural menor o igual a 10)

R = {x es un niimero natural menor o igual a 5}

U 10
R

'El conjunto complemento de R estara determinadg por la mega-
cién de la proposicién “x es un nimero natural menor o igual a 5.

R’ = {x mo es un nimero natural menor o igual 2.5} (R’ se lee
“complemento de R”).

LOGICA ¥ CONJUMNTO a3

Los elementos de R’ son los elementos de U que no pertenecen
a R. Es decir, son los niimeros 6, 7, 8, 9 v 10.

En general,

Si tenemos en un universo U un conjunte cualquiera A,
determinado por una proposiciéon p, la proposicién ~ p de-
termina otro conjunto A’, I[lamado el complemento de A,
y que esta formade por todos los elementos que no pertene-
cen a A.

Fjercivio 12,

En cada incisp determine el complemento del con-
junto dado y haga un diagrama.

a) U =1{1,2,3,4,5,6, 7, 8,89, 10}
= {x eg menor que 2}
B = { }
(Coloree de rojo el conjunto B’)
b) U = {x es un animal}
C = {x es un mamifero)
C={ }
(Coloree de rojo el conjunto C’)
¢) U = {x es un pais americano}
D = {x es un pais sudamericanoc)
D ={ )
(Coloree de rojo el conjunto D’)
d) ¥ = {x es un libro de la Biblia}
E = {x es un libro del Nuevo Testamento)
E"={ )
Ilustre con rojo el conjunte E’)
e) U = {x es un numerc primo}
F' = {x es un ntmerc par}

F* =4 }
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(Ilumine de rojo el conjunto F’)

f) U = {x es un ndmero racional}
G = {x es un numerc natural)
Gt = }
(Coloree de rojo el conjunto G*)

g) U = {x es una palabra del espanol}
H = {x es una palabra aguda}

H ={ )

(Pinte de rojo el conjunto H’)

h) U = {x es un enunciado en espanol}
I = {x es un enunciado bimembre}
ro={ }

(Pinte de rojo el conjunto ")

4. PROPOSICIONES COMPUESTAS

En las matematicas al igual que en las dem3s ciencias, 1os hechos
de su estudio se expresan por medio de proposiciones simples como
las que hasta aqui hemos estudiado, 0 bien, por expresiones com-
puestas de 2 o mas proposiciones simples. Dichas expresiones son
como las siguientes:

a) La Tierra es un planeta EI el Sol es una estrella.

b) 10 es mayor que 5 El 10 es ‘menor gue 7.

c) x = 5, [entonces| 3x* = 75.

A expresiones como las anteriores, formadas por 2 o mais pro-

posiciones unidas por los conectivos “y”, “07, “si... entonces”, se
les llama proposiciones compuesias.

La proposicion compuesta del inciso a) estd formada por las

proposiciones simples “La Tierra es un planeta” y “El Sol es una €s-

.

IAO0TEN Y B4

I LN T 25

trella”; la proposicién b) consta de las proposiciones simples “10 es
mayor que 5" y “10 es menor que 77 y por ultimo, la proposicién
compuesta ¢) se forma con las proposiciones simples “x = 5" y
“3x% = 75"

Una proposicién compuesta es verdadera o falsa, segin la verdad
0 falsedad de lus proposiciones que la forman y segin el tipo de
conective que esté uniendo esas proposiciones.

A continuaciéon estudiaremos cémo determinar si una proposi-
cién compuesta es verdadera o falsa.

l'__«"nij!}:]{-';r':g;

Cuando unimos dog proposiciones simples por medio del conecti-
vo “y”, es que deseamos expresar, con la proposicion resultante, nues-
tra opinién de que ambas son simultdneamente verdaderas.

Por ejemplo, con la proposiciéon compuesta “La Tierra es un pla-
neta el Sol es una estrella” afirmamos que las dos proposiciones
simples son verdaderas al mismo tiempo.

Resulta claro entonces que las proposiciones con conectivo “y”
s6lo son verdaderas si las dos proposiciones “conectadas” son efecti-
vamente verdaderas. Asi que basta con que una de las proposiciones
que se ligan con el conectivo sea falsa para que la proposicion com-
puesta resulte falsa.

E:ﬂjj'r':‘-.'",--!ll

a) La Tierra es un planeta el Sol es una estrella.
L Vv o

L .’}
~

v Vv

La proposicién es verdadera, pues las propesiciones que la for-
man son simultdneamente ciertas.

A

b) 2+2=4 Paris es la capital de Dinamarca.
\ ) \._

' F
La proposicién es falsa, pues una de las proposiciones que la
forman es falsa.

c) 7<2 Samuel Morse inventd el telégrafo.
3249 o] g s,
F v
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La proposicién compuesta es falsa. (Diga por qué.)
d) La estrella de mar es un mamifero y el caracol también.

L\ i) \ J

v v
F F

Esta proposicion es falsa, pues las dos proposiciones que la
forman son falsas. Cuando se emplean letras para denotar proposi-

PTa

ciones, el conective “y” suele simbolizarse con A .
fjemple.

§i p="2+2=4"7y g="6>2", entonces,
PAG="2+2=4 y 6>2.

A toda proposicién compuesta que se forma con dos proposicio-

w6,

nes simples y el conectivo “y” se le da €l nombre de Conjuncidén.
[jercicio 13, Analice las siguientes proposiciones, tal como se
hizo con los ejemplos de arriba, y determine si las conjunciones
son verdaderas o falsas.
a) La vitamina C es antirraquitica y también la vitamina D.
e — h8 —

& g

b) El higado de res es rice en hierro y el queso contiene calcio.
L el \ =

X v

c¢) Maria Curie descubrié e] Radio y Cavendish el Uranio.
 —

4 LS 4
L X

d) Alberto Einstein descubrio los satélites de Jupiter y
L 7

-

Galileo Galilei inventé la teoria de la relatividad.
{V— r

W

e) La amoeba es un vegetal y también lo es la rosa.
L - J i

J

3 Y-

f) 3x + 2x = 5x y 18.5 > 16.6.
 SURSUSREVS ) Y —

J

g) 518)2 +(5)2>23 y V627 = 14.
-

— —J v

h) 8i a es un nimero natural, entonces 2a es un impar y
L= -1

W

LDGTIOA 008 U BT R a7

si m es un nimero natural, entonces 22 — 1 es un par.
[ . J
W

i) Todo numero racional es natural y
kS J

todo nimero natural es racional.
\ —— J

A

i) \La capital de Francia es Paris v
v !

la capital de Italia es Amsterdam.

. Complete las igualdades en donde sea necesario y
Iuego diga si la conjuncién es verdadera o falsa.

J

a) P = 20 es divisible entre 4.
q = 40 es divisible entre 10.
PN g=

P /A g es una conjuncién

(Falsa, Verdalera)

b) T = 25 es un multiplo de 10,
s = 80 es un multiplo de 5.
rAns=
T /A 8§ €8 una conjuncion
c) t = La adicion de racionales tiene propiedad conmuta-
tiva.
u = La sustraccién de naturales tiene propiedad conmu-
tativa.
EAnu=

t\Nu es una conjuncion
d) v = Un atomo de oxigeno tiene 8 electrones.
w = El atomo del sodio tiene 15 elecirones.

v A W=
U A W = es una conjuncidn
€) x = Lavoisier establecié la ley de conservacién de la ma-
teria.

y = Mendeleiev descubrié el Uranio.

XAy =

X A Y = es una conjuncion
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Dos proposiciones abiertas simples, comao las que hemos mane-
jado. también se pueden unir para formar una conjuncién.

Ejsmplo.

P = x es un numero entero.

g = x es un numerp mpar.
P A g = x es un nimerc entero y x es un ndmero impar.
Observacién,  En este ejemplo los objetos que hacen cierta la

proposicion p A g son los mumeros que al mismo tiempo son en-
teros e impares.

fjercicio 15 Complete usted las igualdades vy las oraciones que
se dan,
a) r = X €5 un Namero primo.

§ = x es un numerg natural.

TN E=
Los objetos que hacen verdadera l: proposicion rA s
son .
b) m = x €s un mamifero.
n = x es un animal marino.
mAnR=
Los objetos que hacen verdadera la proposicion m A n
s0n
e) a = x es un nimero divisible entre 2.
b = x es un numero divisible entre 3.
aANb=
Los objetos que hacen verdadera la proposicion aA\b
son
d) ¢ = x es un numero multiplo de 5.
d = x es un numero maultiplo de 4,
cAd=

Los objetos que hacen verdadera la proposicién ¢ A d

son

e) f = x es una persona que es mexicana.
g = x es una persona que habla inglés.
fFrng=
Los objetos que hacen verdadera la propgsicion f A g
son
1 i=nax> 10.
j=x<20.
ing=
Los objetos que hacen verdadera la proposicién i A j
son
g) k= x> 35.
= x < 40,
kAl =
Los objetos que hacen verdadera la proposicién & A I
son
h) € = x es una palabra grave.

h = x es una palabra aguda,
e N h=

Los objetos que hacen verdadera la proposicién e A h

5011

Conjuncion ¢ mlerseccion

Existe una relacion entre la conjuncién (de proposiciones) y la
interseccion (de conjuntos). En la siguiente discusion se pone de
relieve esa relacién.

Consideremos el siguiente conjunto universal:
U = {x es un numero natural menor o igual a 20}
y formemos los siguientes dos conjuntos:
A = {x es un maultiplo de 2}.

B = {x es un miltiplo de 3}.
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Estos tres conjuntos se pueden ilustrar con el siguiente diagrama:

U _ U

29

(Coloree de rojo el conjtinto C M D),

b) U = {x es un numero natural menor que 31}.

Observamos que los conjuntos A y B estidn determinados por las E = {x es un namero par menor que 20}.
proposiciones abiertas “x es un multiplo de 2" y “x es un maltiplo
de 37, Si formamos ahora una conjuncién con esas dos proposicio-
nes tendremos la proposicién siguiente: ENF={

F = {x es un divisor de 20}.

“x es un miiltiplo de 2 y x es un multiplo de 3”

Los unicos elementos de U que hacen cierta la conjuncién ante-
rior son los numeros que son, al mismo tiempo, multiplos de 2 y U
de 3; es decir, los ntimeros 6, 12 y 18. 8

Como esos numeros forman el conjunto A M B, podemos con-
cluir que la conjuncién dada determina la interseccién de los conjun-

tos A y B. | 29

En general, {Coloree de rojo a E N F).

= ' t roi 20}.
Si P y Q son dos conjuntos determinados por las propo- ¢) U= {xes un nimero natural menor o igual a 20
siciones abiertas p y g, respectivamente, la conjuncién p y ¢ G = {x es un divisor de 40},
determina el conjunto P N Q. B = fx esun dividot: d& 16),
GNH={

En cada inciso determine la intersecciém de los

conjuntos dados y complete el diagrama.
a) U = {x es un numero natural menor que 31}. U
C = {x es un nimero impar menor o igual a 20).

D = {x es un namero primo}.

'

CnD-={
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(Caloree de rojo a G N H).
d) U= {x es un ser humano}.
I = {x es un mexicano}.
]
Inj={ ' ).

{(x es una persona rubia).

Il

(Coloree de rojo a I M J).
e) U= {x es una figura geométrica}.
K = {x es un poligono}.
L = | x es un tridngulo}.
KnL={ ¥

(Coloree de rojo a K M L).

Ejercicio 17, Utilizando el ejercicio 15 asocie un conjunto a
cada una de las proposiciones dadas y dibuje en cada caso un dia-
grama de Venn que describa la situacidn.

Disyuncion

La proposicién compuesta que se forma con otras dos proposi-
ciones ligadas por medio del conectivo “o” recibe el mombre de

LOGCICA ¥ CONJUNTO a3

disyuncion. Por ejemplo, son disyunciones las siguientes proposicio-
nes compuestas:

a) 16 es un nimero mayor que 5 ¢ menor que 18.
b) Napoledn nacié en Paris o Napoledn fue ciudadano francés.

¢) Los cuadrilateros tienen 4 lados o tienen 4 dngulos inte
riores.
d) 4 es mayor gue 5 o 4 es igual a 5.

Cuando expresemos una disyuncién daremos a entender con
ella nuestra opinién de que al menos una de las proposiciones dadas
es verdadera (aunque podria ser que ambas fueran ciertas). Ahora
bien, si se demuestra que en realidad las dos proposiciones de nues-
tra disyuncion son falsas, entonces ésta es falsa. Pero si una de
ellas es verdadera (o las dos), entonces nuestra disyuncion sera
verdadera,

Ejemplo.

a) Si afirmamos que 16 es un nimero mayor que 5 o 16 es
menor que 18”7 estamos senalande que al menos, una de las dos
proposiciones es verdadera, Como las dos son verdaderas, entonces
nuestra afirmacion es también verdadera.

b) 8i afirmamos que “Napoleén naci6 en Paris o Napoleén

fue ciudadano francés”, estamos indicando que al menos una de las
dos proposiciones que forman la disyuncién es verdadera.

Si analizamos las proposiciones que forman la disyuncién vemos
que:

“Napoleén nacié en Paris o Napoleén fue ciudadano francés”.

- J X A
b i

F v
Una de las dos es verdadera y, por consiguiente, la disyuncién es
verdadera,
¢) Al afirmar que "4 es mayor que 5 o 4 es igual a 57 opinamos

que por lo menos una de las proposicicnes de esa disyuncion es
verdadera. Ahora bien, en realidad tenemos que las dos son falsas.

4 es mayor que 5 o 4 es igual a 5,

e \
v g =]

F F
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Por consiguiente, nuestra disyuncién es falsa.

_ Ejercicio 18. En cada uno de_lns incisos determine la verdad o
falsedad de cada una de las disyunciones dadas. Observe €l ejemplo.

a) 4 es mayor gue 5 0 4 es menor que 5,
L 4 18 ¥

7]

b) 5 es mayor que 0 o 5 es igual a 0.

S S L —
X b §

c) 12 es mayor que 12 o 12 es igual a 12.

A 4 L% = |
A VT

d) Deimos es satélite de Saturno o Fobos es satélite de Venus,

% -/ N J
pEEY k4

e) El nucleo atémico tiene protones o electrones.
L% ~ F N Y___l

f) Todo nimero primo es impar o 3350 = 1690 1350.

x )
% - J 5y
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g) Algunos numeros naturales o algunos niimeros son

son primos impares.

\ - A\ —
g Y

A 4

h) Marte es un planeta o Mercurio es un planeta
exterior exterior,
A\ ! S J

i) En la era paleozoica habia o en la era cenozoica
mamiferos hombres.
\ 5 X Fi

j) Un atomo de fierro tiene 26 o un atomo de yodo
electrones tiene 10.
N wl L J

k) El paramecio es un vegetal o la amiba es un animal,

i \
W / N 4

Si a partir de dos proposiciones p y g se forma una disyuncién.
entonces a ésta se le designa como p V g (léase “p o ¢”).

Eiempla:

Sim = Las algas son vegetales,
y n = Las ballenas son mamiferos,
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entonces,

m \/ m = Las algas son vegetales o las ballenas son mamiferos.
8i r = Los nucleos de los dtomos tienen neutrones.

y s = Las moléculas constan de atomos,
r \/ & = Los nticleos de los dtomos tienen neutrones o las molécu-
las constan de atomos.

Ejercicip 20, Complete las igualdades ¢ indique la verdad o fal-
sedad de cada disyuncion.
a) p = Cleopatra era egipcia,

g = Marco Antonio era egipcio.

pvVg =

P V g es una pProposicion

(falsa, verdadera).

h) e = Los alpes estan en América,
f = El Everest estd en Africa,

eV f =

e Vv f es una proposicién

(falsa, verdadera).

¢) h = “La Iliada” fue escrita por Sécrates.
i = La Odisea fue escrita por Homero.

hy i =

h'V i es una proposicién

(falsa, verdadera).

d) j = Algunos vegetales son angiospermas.
k = Algunos reptiles son venenosos.

ivVk =

j M k es una proposicion

(falsa, verdadera).

e) [ = Venus tiene atmosfera.
m = La Luna carece de atmosfera.

vy m=

v m es una proposiciéon

(falsa, verdadera).
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Si unimos dos proposiciones abiertas con el conectivo “0”, a la
propesicion abierta resultante también la llamaremos disyuncidn
y la simbolizaremos como ya sabemos hacerlo.

Ejemplo:

a) n = X €s un ndmero primo.

P = x es un numero impar.

n \V p = x s un numero primo o x es un numero impar.
b) r = x es un madaltiplo de 5.

t = x es un multiplo de 2.
r v t = x es un miltiplo de 5 0 x es un multiplo de 2.

Resultara atil mas adelante considerar los objetos que hacen
verdaderas a disyunciones como las de los ejemplos.

Por lo que sabemos, una disyuncién es verdadera si una u otra
de las proposiciones es verdadera o las dos son verdaderas.

Entonces, en la disyuncién n v p del inciso a), los objetos gue
la hacen verdadera son:

a) Los naimeros primos (que hacen cierta la proposiciéon n)

b) Los nimeros impares (que hacen verdadera la proposicién p)

¢) Los nGmeros primos que son impares (que hacen ciertas las
dos proposiciones al mismo tiempo)

Resulta también sencillo saber qué objetos hacen verdadera la pro-
posicion r \/ t. Estos son:

a) Los nimeros maultiplos de 5 (que hacen verdadera la pro-
posicién 1).

b) Los numeros miltiplos de 2 (que hacen verdadera la propo-
sicion t).

¢) Los nimeros que son miiltiplos comunes de 2 v 5 (que hacen
verdaderas las dos proposiciones al mismo tiempo).

Ejercicio 21, En cada inciso encuentre la disyuncién de las pro-
Posiciones dadas y describa, en las lineas numeradas, los objetos
que la hacen verdadera.

a) a = x es un divisor de 40.
b = x es un multiplo de 2.

av b =
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b)

d)
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Los objetos que hacen verdadera a a \/ b son:

.

= X es un metal,
= x es un liquido a temperatura normal.

1
2.
3.
c
d
cvd =

Los objetos que hacen verdadera a ¢ v d son:

1.

2.
3

€ = X es un numero natural menor que 16.
f = x es un namero natural mayor que 9.

eNF =
Los objetos que hacen verdadera a ¢ \/ f son:

1.

2,
3.

g =x es un planeta exterior.
h = x es un planeta interior.

gVvh =

Los objetos que hacen verdadera a g \/ k son:
1.

2.
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e) i= x es un americano.
j = % es un mexicano.

ivi =

Los objetos que hacen verdadera a i \/ j son:

E 7

2.
3

Disyunecién y Unidn

Antes hemos utilizado negaciones y conjunciones para determi-
nar conjuntos. Ahora, en esta seccién, veremos cémo se relaciona
la disyuncion (de proposiciones) con la unién (de conjuntos).

Aqui también, como antes lo hemos hecho, observaremos una
situacién concreta para analizar esa relacion:

Sea U un conjunto universal y A y B dos de sus conjuntos.
U = {x es un numero natural menor que 21}.
A = {x es un numerc impar mayor que 7}.

B = {x es un numerg impar menor que 17},

Un diagrama de Venn para estos tres conjuntos es el siguiente:

U
12 2 14 4

B
A
10 6
21 20 16 18 8

Las proposiciones abiertas “x es un numero impar mayor que
7" y “x es un ntmero impar menor que 17" determinan los conjun-
tos A y B respectivamente,



40 MATEMATICAS — SEGUNDO CURSO CORJUNTO

LOGICA ¥
8i formamos la disyuncién de las proposiciones anteriores, ésta b) U = {x es un nimero natural menor que 31},
sera asi:
“x es un numere impar mayor que 7 o x es un ndmero impar E = {x es un numero par menor que 20).
menor:.que: 7", F = {x es un divisor de 20).

Y los objetos que la hacen verdadera son:
EUF = {

a) Los numeros impares mayores que 7 (9, 11, 13, 15, 17, 19).
b) Los niimeros impares menores que 17 (15, 13, 11, 9, 7, 5,
3, 1). v . F
¢) Los mimeros que son, al mismo tiempo, mayores que 7 ¥
menores que 17. (9, 11, 13 y 15.)
Observamos que el conjunto de objetos que hacen ciertg la dis-
yuncién es la union de‘los conjuntos A y B.

AUB = {x es un nimero impar mayor gque 7 o x es un numere 29
impar menor que 17},

Si las proposiciones zbiertas p y g determinan los con- {Coloree de rojo a If U F).
juntos P y Q, respectivamente, entonces la disyuncion p v g
determina al conjunto PUQ. ¢} U= {x es un nimero natural menor o igual a 20).

G = [« es un divisor de 40}.
Ejercicio 22. En cada inciso determine la unién de los con-

juntos dados y complete el diagrama. H = {x es un divisor de 16).

a) U = {x es un niimero natural menor que 31}, GUH = {
C = {x es numero impar menor o igual a 20}. o
D = {x es un niumero primo}, G -
Gulk = { ).
U
e D 1
(Coloree de rojo a G U H).
d) U= {x es un ser humano).
29 I = {x es un mexicano).

] = {x es una persona rubia).

(Coloree de rojo €l conjunto C U D). uj = {
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u
1
J
(Coloree de rojoa TU J).
e) U = [x es una figura geométrica).
K = {x es un poligono}.
L = {x es un tridngulo}.
KuL ={ }.
K
(Coloree de rojo a KU L).
f) U= {x es un latincamericano}
R = {x es un cubano}
§ = {x es un argentino}
RUS = { }

U

(Coloree de rojo a R U S).
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Ejercicio 23,  Utilizando las datos del ejercicic 21 asocie un
conjunto a cada una de las proposiciones dadas y dibuje en cada
caso un diagrama de Venn que describa la situacion.



SEGUNDA UNIDAD

LOS NUMEROS RACIONALES

OBJETIVOS PARTICULARES

Al terminar el estudio de esta unidad, el alumno:

I. Habri construido el conjunto de los mimeros racionales, a
partir del conjunto de los numeros racionales ne negativos.

I1. Podra reconocer la equivalencia entre fracciones.
II. Conocera la relacién de orden entre los niimeros racionales.

IV. Manejara la adicién y sustraccién de numeros racionales, y
sus correspondientes propiedades, en la resolucién de ejer-
cicios y problemas,

V. Manejara la multiplicacién y divisién de ntmeros racionales,
y sus propiedades, en la resolucion de ejercicios y problemas.

I, EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS RACIONALES

Hasta este momento hemos manejado, en la resolucién de algu-
nos problemas y en la ejecucion de ciertas mediciones, los nimeros
racionales no negatives. Y también hemos aprendido a operar con
los ntimeros entercs, tante positives’ como niegatives. Se nos ocurre
ahora preguntar: ;Existen los ntimeros racionales negativos? De ser
asi, ¢cémo son esos numeros? ¢Tendran aplicaciones practicas?
¢Qué operaciones se podrin realizar con ellos? ;Qué propiedades
tendran esas operaciones?

Tedas estas preguntas, y otras mas que surjan acerca de los mi-
meros racionales, irdn siendo contestadas a medida que vayamos
décimos de segundo antes de un lanzamiento. estudiando las siguientes paginas.
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Croblema,. jCudl es la solucion de cada una de estas ecuaciones?

at+4=0
x4+9=9
> 1
Nt —-==
3 3
y+.8=.2

De acuerdo con nuestros conocimientos actuales, podemos resol-
ver las dos primeras ecuaciones porque sabemos manejar los nime-
I0S enteros negativos. (Asi lenemos que a = —4 y x = —7,) Pero
para las dos ultimas ecuaciones mo hallamos solucién, pues entre

_ 5
los numeros que conocemos no hay ninguno que sumado con - nos

i
dé 5 ° alguno que sumado con .8 dé la suma .2,

Sin embargo, la resolucion de las dos primeras ecuaciones nos
sugiere que las dos ultimas podrian tener solucién si contdramos con
otros numeros negativos, y éstos serian precisamente numeros ra-
cionales negativos. (Qué mimero negativo se le ocurre a usted como

[~
solucién de la ecuacién n + % = §? ¢Y qué numero negativo po-
dria ser solucién de la ecuacién y+ .8=.27

A fin de tener la posibilidad de resolver ecuaciones como las an-
teriores, el hombre cred los niimeros racionales negatives. Y los creé
de una manera muy simple: Por cada racional positivo inventé un
racional negativo, al que llamoé su opuesto.

Asi, por ejemplo, conociendo el nimero 1 inventé el —1 (“menos
3 i 3 3
uno™); dado el nﬁmoero i inventé el numero ~F (“menos ;13’); para

el ntmero .5 inventd el —.5 (“menos .5") etcétera.

De esta manera, tode racional positivo tiene su opuesto negativo;
o bien, todo racional negativo tiene su opuesto positivo.

Elercicio L. De acuerdo con la idea anterior, complete las ex-
presiones siguientes.

a) El nimero —8 es el opuesto del ntimero
b) El opuesto del nimero .6 es el racional negativo
¢) El opuesto de .68 es el racional negativo
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12
d) El namero 5 es el opuesto de

1

e) Los nameros 57 son opuestos.

f) Los nimeros —4.2 y SON opuestos.
g) Los numeros —7.3 y 7.3 son

Con los ntmeros que llevamos estudiados hasta aqui podemos
formar tres conjuntes: el conjunto Q' de los racionales positivos,
¢l conjunto Q- de los racionales negativos y €l conjunto que tiene co-
mo Unico elemento al cero:

Si ahora consideramos en un solo conjunto todos los elementos
de estos tres conjuntos, tendremos lo que se llama el conjunto Q@ de
los ndimeros racionales.

Homeros racjon_ue
cies
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1. Los nameros racionsles en la recta numeérics

La idea de mimeros opuestos se puede ilusirar con mucha faci-
lidad en la recta numérica. Ya hicimos eso al estudiar los numeros
enteros en el curso anterior; ahora 1o haremos con los nimeros ra-
cionales.

3
Consideremos, por ejemplo, el numero 5 en la siguiente recta
numerica. (Obsérvese que queda a la derecha del cero.)

(4] 1
<} i : I -

CAESR ]

El opuesto de este numero se localiza en el otro lado, a la izquier-
da del cero.

¥

3
(Obsérvese que el compas nos permite localizar el punto 3
de tal modo que su distancia al cero es igual a la distancia que hay en-
3
tre — vy O.
re 3 y 0.)

3 3
Si representamos estos numeros, (Z y _Z) con flechas o des-

plazamientos, observamos que éstos son de la misma medida, pero
se realizan en sentidos opuestos.

= _ f e } g f + H

P
& w
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En resumen, si deseamos ilustrar niimeros racionales con la rec-
ta numeérica, podemos hacerlo sefialando puntos en ella:

—1.5 —1
i {
Racionales negativos

i -

— | e
[ 1]
bl | .

I!I. 1.5

T -
Racionnles positivos

(Observese que el cero ne es positivo ni negativo.)

O bien, podemos trazar flechas que indiquen los desplazamientos
correspondientes a los nimeros que deseamos ilustrar:

I ]
]

13
4

Ejercicio 2. Localice en cada recta numérica los ntmeros opues-
tos a los que estin sefialados.

0 1 2 3 4
a) < =::.‘H:;:H:H$=. >
4 2
b) < D S
1. 3 8 '
3 2 3
_2 ..1 ﬂ
c) <—b ——t—— =
4
-0 —_—
d - S S T —
5 3
2 2
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€)
o 2_ i 1 | O W | | Y L } [y
- T T LA | T - & - T -
K. T 9
10
) P V. BN =
- - g - ¥ - T - L
4 2
3 3
g)
-y _ll. 1 o= L L = L L & 1 O | .
e T T - T ) - T T - T - L
—.8 _1 —.2
2

Ljercicio 3. En cada recta numeérica senale los desplazamientos
que corresponden a los mumeros dados.

11 & i
@ 733 k =
8, —.8 = R, -
B 8 1.2
c) 14, —14 < e
3 3 0 1
d) —1-, 1= < +———— &
) 4 4
e) 2.5, —2.5 - 9t —

En esta ilustracién de los nimeros racionales (la recta numé-
rica) podemos apreciar de inmediato que los nimeros enteros som
niimeros racionales. O sea, que el conjunto Z es un subconjunto del
conjunto Q. Este hecho también puede ilustrarse con un diagrama
como el siguiente:
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En virtud de que todo numero natural es entero, podemos hacer

un diagrama como el siguiente, para ilustrar la relacién que hay
entre los conjuntos N, Z y Q:

IN ¢ z ¢ q

(“N es subconjunto de Z y Z es subconjunto de Q".) Aqui ob-
servamos que todo mimero natural es entero y todo nimero entero
es racional y, por lo tanto, todo mimero natural es racional.

fjercicio 4. Encuentre una fraccién que denote al nimero en-
tero dado en cada inciso.

a) 6 = b) —2 = c) 100 =
d) —50 = . e) —500 = . f) 340 =
g) 0= k) —100 = i) —125 =:

Algunas aplicaciones practicas de los nimeros racionales

En el curso anterior vimos que los nimeros enteros se utilizan
en situaciones en las que es necesario considerar posiciones o mo-
vimientos con cierto sentido. Por ejemplo, para marcar temperatu-
ras bajo cero o sobre cero; o bien, para sefialar desplazamientos
hacia la izquierda o hacia la derecha de un origen.

Ahora que estamos manejando numeros racionales, podriamos
utilizarlos también para esos casos y otros mis que son semejantes,
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Ejemple.  Podemos decir que una temperatura de 3.5 grados bajo
cero es una temperatura de —3.5 grados.

Una temperatura de 2.3 grados sobre cero se indica simplemen-
te como 2.3 grados.

(E\’/ P— __3 = e T I 3 ; ; _;_)

2.3 grados

Ejemplo. Tomando una ciudad como punto de partida, un des-
1
plazamiento de 35 kilometros, efectuado por una persona hacia el

1
Este, podria indicarse como el desplazamiento 3E

8o
-
b
[
£

&

En tal caso, un desplazamiento de 2.8 kilometros hacia el Oeste
podrd indicarse como el desplazamiento —2.8.

A/

1
Eiemplo, La posiciéon de un objeto que estd a Si metros sobre

. 1
el nivel del mar puede indicarse como la posicién 5;
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1
5~ metros
4

“—/‘k\\

De acuerdo con esto, la posicién de un objeto que se encuentre
a 1.7 metros bajo el mivel del mar deberd indicarse como la posi-
cidon —1.7. '

Giemplo.  En la situacion financiera de un negocio, una ganan-
cia de $545.75 podria indicarse con el nimero 545.75. Asi, una
pérdida de $320.50 tendra que anotarse como —320.50.

Iijercicio 5. Piense en otras tres situaciones en las que se re-
quiera la utilizacién de los nimeros racionales,

3. Los cocienies de enterss son numeros racionales

En el curso anterior, al estudiar los numeros enteros, vimos que,
manejando solamente esa clase de numeros, era imposible hallar
el cociente de divisiones como

-7 -8 3
4 T —186 g

I

2 e

Es decir, habia divisiones de enteros que no podian efectuarse.
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o)

Ahora que conocemos los nimeros racionales podemos ver, en
una ilustracién, cudl es el resultado de efectuar divisiones como
esas.

¢Recuerda usted cémo ilustramos la multiplicacion de enteros? / 3
Para ilustrar la division vamos a utilizar exactamente los mismos ele- ; } | -
mentos. Veamos en algunos ejemplos cémo se hace este trabajo.

41

-1+ ~1f
Tomamos el punto —3 en el eje |Por el punto 1 del eje de las or-
de las abscisas y el punto 2 en el |denadas trazamos una paralela
eje de las ordenadas y trazamos|al segmento anterior. El punto

Ejemplo. El cociente que resulta de dividir 3 entre 2 se puede
encontrar graficamente asi:

punto 2 (el divisor) en el eje de

%) A b) N el segmento que los une. donde esta paralela corta al eje de
3 3 las abscisas es el cociente que
5 buscamos.
! Segiin puede verse en la ilustracién, el cociente de la division
i . 3
! | (=3) = 2= es €l nimero racional 5
Il 1 L |
% | " PR I
| -3 = = B
—14 4 |
- Por el punto 1 del eje de las orde- | Ejemplo.  Determinemos graficamente el resultado de la divisién
gg?:fgf :'lepélélngagiglVldeni nadas trazamos una paralela al ]
' ] 1948 ¥ € segmento que tenfamos. El punto 3+ (-2)=

donde esta paralela corta al eje 3
ﬁinctidgﬁzdjieyeg,?zgéospue,llézg- de las abscisas es el cociente que g e
buscamos. V.
= S ST 0
Segun puede apreciarse en la figura, el resultado de la divisién ' v J -5 *
3 2
3+2= es el nimero racional S i § g
— 2 -9
3 -9 = 3 Tomamos el dividendo (3) en Por el punto 1 del eje de las
) el eje de las abscisas y el divi- | ordenadas trazamos una para-
sor (—2) en el eje de las orde- | lela al segmento que tenemos.
nadas, y trazamos €l segmento | Esta paralela corta el eje de las
Ejemple. Encontremos grificamente el cociente de la divisién cuyos extremos son esos dos | abscisas en un punto que es el
puntos. cociente 3 + (—2) que bus-
(=3)+2= ¢amos.
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En esta ilustracion podemos apreciar que el resultado de la divi-

3

sion 3 = (—2) = es el nimero ~g

3+ (—2) =|——

Ejemplo.  Encontremos graficamente el cociente de la divisién
(=8) + (~2 =

;

C-NITF,

Lo a5 =1

Trazamos el segmento cuyos| Trazamos una paralela a este

LOS NIMEROS RACIONALES
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Si observamos las ilustraciones que hemos hecho, notaremos que
son cuatro divisiones distintas, pero solo hay dos posibles cocientes:

el namero 5 o bien, su opuesto 5

-3 +2= |=—

3+ -2=|— 3+ -2= |—

:Recuerda usted alguna otra forma de indicar la division?

) dividendo )
Si empleamos la forma ————— = cociente, para expresar las
divisor
divisiones anteriores, obtenemos lo siguiente:

cuyos extremos son el punto
—3 del eje de las abscisas y el
punto —2 del eje de las orde-
nadas. Estos extremos son el
dividendo y el divisor, respec-
tivamente.

segmento (que pase por el pun-
to i del eje de las ordenadas).
¥l punto donde esta paralela
corta al eje de las abscisas es
2l cociente de 13 divisién

(—3) + (-2) =

Segin apreciamos en la ilustracién, el resuitade de la divisién

3
propuesta es el numero 5 Esto es,

-3 %+ —2

[l

3
'

.Qué observa usted de particular en las divisiones ilustradas?

3 [3 -3 [ 3
2 |2 9 9
-3 [3 3 T2
—2 | 2 = I 7

En cursos posteriores se demuesira que esta forma de localizar
graficamente el cociente de dos niimeros es correcta. De modo que,
considerando la validez de esto, podemos hacer la siguiente afirma-
cién: Los cocientes de nimeros enteros son nimeros racionales. Y
aun mds, podemos sefalar que si m y n son dos nimeros enteros

positives, entonces

—1m m m
n —n [/

-7 m

-—n n
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Hjercicio 6. Encuentre graficamente, en un sistema de coorde-
nadas, €l cociente que se pide en cada inciso. Después escribalo en
el cuadrito correspondiente,

a)%= f)—_;:
b);—3= g)——_-_%z
c):—z= h)_izz
d)%—— 1)%?—

&) 5= ) ==

Segun podemos observar, cualquier fraccién (o cociente de en-
teros) solo puede denotar un racional positive o bien, un racional
negativo o bien al cero. Parece entonces natural clasificar también
a las fracciones en positivas, negativas y el 0.

Asi, si una expresién denota un racional positivo, diremos gue
es una fraccion positiva v si denota un racional negativo, diremos
que es una fraccion negativa.

Ejemplo.  Las siguientes fracciones son negativas:

=5 =8 —=3 1 3 8 2 1

2 4 5 -2 -4 -4 3 2
Ejemplo.  Estas otras son fracciones positivas:
3 5 12 7 -2 —-12 -4 -5

48 3 2 -3 -3 -5 -6
Ejercicio 7. De las siguientes fracciones, encierre en un circulo
rojo las que son negativas y en un rectangulo azul las que son posi-

tivas. Si denotan el cero, simplemente tachelas.

» -3 -6 12 0 0 —2 5 10 __1

8 9 —4 —15 8 -3 —1 -6 12 4
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I, FRACCIONES EQUIVALENTES

Problema. Localice en la siguiente recta numérica los nimeros
2 4 8
3671

i L L i i L 4 I I\ [l i Il i
- T T T 4 T T T T T 4 t T

;Qué nota usted de especial?

e ¥
Problema.

: N 1 2 4
Localice los numeros 3 3% y 3 en la siguiente
recta numeérica.

. | | | | L 1 il i
i T T T T T T T T

+o

¢Observa usted alguna particularidad?

Si aceptamos que a cada punto de la recta numérica le corres-
ponde uno, y solamente uno, de los elementos de Q, entonces las

. . 4
fracciones TE y T (que corresponden a un mismo punto en la
recta numérica) son nombres distintos de un mismo numere Ta-
" ! . 2 4 8
cional. Dicho de otra manera, las fracciones T ¥ 5T son fracciones
equivalentes.
Por eso se acostumbra escribir
2 4 8
3 6 12
< : 1 2 4
También tenemos que las fracciones 3 T2 ¥ 3 son frac-

ciones equivalentes; es decir, todas ellas nombran el mismo ntmero
racional. Esto se ve ficilmente en la recta numeérica al observar que
las tres fracciones corresponden a un sélo punto. Entonces, también
podemos escribir

I
| D
Il
(== J I

Bo| =
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Fjercicio 8 Encuentre una fraccién equivalente a la fraccién
equivalente a la fraccion que se da en cada inciso.

51 3 7
# = g™ T
3 5 10
— = Y ——m = f\l — e
=3 ¢T3 ’ 715
-5 3 e
e b= Sk

Problems. (Coémo se sabe si dos fraccienes dadas son equiva-
lentes o no lo son? Por ejemplo, yqué haria usted para determinar

8 14
si las fracciones T y T son equivalentes o no? ;Usaria la recta

numerica? :
Antes hemos visto que si a, b, ¢, d son enteros positivos, entonces

c
d

ol i~

si,ysblosia-d=b-c

Mas adelante veremos que lo anterior es vilido también cuando
a, b, c y d son enteros cualesquiera (con b y d diferentes de cero).
Esto significa que el criterio para reconocer cuiando son equivalentes
dos fracciones dadas, puede ser aplicado también para el caso de que
las fracciones sean negativas.

2 4 .
Bjemplo. Ya sabemos que = y == son fracciones equivalen-

tes. Podemos observar que ambas fracciones son negativas y que el
producto 2 X8 es igual al producto 4 X 4,

-6 -3
¥jemplo. Dadas las dos fracciones 7 V= tenemos que
-6 -3
"4 2

pues ambas fracciones son negativas y los productos 6 -2 y 4- 3 son
iguales.
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—5 —15
Ejemple. Dadas las fracciones =y y —35 encontramos que
son equivalentes, Esto es,
-8 =15
-6 —18

pues las dos fracciones son positivas y los productes (5), (18) y
(6) (15) son iguales.

Observacién:  Ya habrd usted notado que dos fracciones equiva-
lentes satisfacen los dos requisitos siguientes:

1) Ambas son positivas o negativas. (Lo cual es légico, pues las
dos deben nombrar un mismo ndmero.)

2) Los productos “cruzados” entre sus numeradores ¥ denomi-
nadores son iguales.

8 14
Ahora podemos decir que las fracciones 1-2- y 5T mencionadas

antes, son equivalentes, pues ambas son positivas y los productos
8 X 21 y 12 X 14 son iguales,

Ejercicio 9. Diga usted si las fracciones dadas en cada inciso
son equivalentes o no lo son. (Cuando no sean equivalentes diga
por qué.)

Y 9 5%

FRAET) 27 10

4 -8 12 —8
ey === — d) —— _—
) 5 T3 ) 873

—98 98 ~30 10
€ — e — ==
el 15 ° —5

13 96 9 -14
E) — y — By ——

s '3 = T
3, 9 , =6 2

8’ —o4 V3 Y 1
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[ll. EL. ORDEN ENTRE LOS NUMEROS RACIONALES

Problems. En el observatorio meteorologico de una ciudad cer-
cana al Polo se vio un lunes que el termémetro marcaba 2.5 grados
centigrades por la manana. Al dia siguiente, a la misma hora, el
termémetro indicaba una temperatura de —3.1 grados. ¢Cudl de es-
tas temperaturas fue mayor, la del lunes o la del martes?

Para resolver este problema, y otros parecidos, es mecesaria co-
nocer el orden entre los nimeros racionales.

Ya hemos aprendido a ordenar nimeros racionales no negativos
(y también numeros enteros) valiéndonos de la recta numérica.
Ahora, para ordenar numercs racionales cualesguiera, seguiremas

con el mismo criterio:

Dados dos numeros racionales cualesquiera, es mayor aguel
que en la recta numérica queda a la derecha del otro.

jempls.

1 1 (1 1)
— BS Imavor ue — — — .
2 yor qué 2 \3” 8

Y

ool
IR ]

1 1
ijemplo, O s mayor que =3 (0 > ~§)

(Aqui observamos que cero es mayor que cualquier namero ne-
gativo pues todo negativo queda siempre a la jzquierda del cero.)

Ejemplo,

1 1
— €5 mayor que = .
10 JRE A A (10 - O)

LOE NUMEHOS EACIOMALES B3

(Aqui observamos que 0 es menor que cualquier nimero positivo

pues todo positivo queda siempre a la del cero.)
Ejemple. .6 es mayor que —.8 (.6 > —.8),
=3 0 1

' (Aqui observamos que todo mimero positivo es mayor que cual-
quier namero negativo, pues-los positivos estdn a la derecha del
-)
Con esto ya podemos resolver nuesiro problema inicial diciendo:
Es mayor la temperatura del lunes, pues 2.5 es mayor que —3.1”.

Fjercicio 10. Ordene, de menor a mayor, los nimeros que se
dan en cada inciso. (Si es necesario, aytidese con la recta numérica )

113 - ¢ S
a.) = Thrr Y= ' E }-_ 3 I : i ‘]—. E— 3
6 6 8 3 a 6’ 3l g
2 3 —2 < e
b forrpras B R - L 1 B
) 10 5’ 1 2
¢) 3 0 —1 - 4
9 g 3 "
p)
'_3 1 < 10 4
d) —, —1, - R Ll
e) 0, —1.5, —2.5 = L. y
f) - — — v i =
3 6 3 L
‘_-' q[ -
g) 1.8, —1.2, 0 + »
h) o D _‘9, __12 - { ? =
5 10 | =
Fjereicio 11. Indique el orden entre los niimeros dados en cada

inciso escribiendo el signo > o el signo <, segin sea el caso. (Si se
trata del mismo numero escriba el signo =).
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-3 1 5 5 =2 1
%) Mg ). 3 g °} — Mg
1
d) .1 -3 )z B £) 1.3 —1.6
3 T i) 2. 3
g) 3 -1.5 h) 1.5 | = 7 7
9 -5 —-18 —-35 —32 —50
3 = . k) R 20
3 3 10 - 10 20 20

Ya habri usted notado qué facil es ordenar los nimeros racio-
nales cuando estdn expresados por medio de fracciones que tienen
un mismo denominador. Cuando tengamos duda sobre el orden de
dos 0 mas ntimeros, podemos hacer uso de este recurso: Sustituimos
las fracciones dadas por otras fracciones equivalentes que tengan un
mismo denominador, y luego observamos el orden.

3 2
o7 Comos=g%a
:d 3—3X3—9 decidimo.s ue3esmaor e%

273 ax3 12 me 3 vor e g

» 2 4 5 10 & 12
Ejemplo. 3 <§’ pue E<iE

Fjemplo, (Qué nimero es mayor, 5

) 3 25
Ejemplo. 10 > 100
pues ﬂ > 3_5_
100 ° 100

Fiercicio 12, Sustituya cada par de fracciones por otras equiva-
lentes que tengan un mismo denominador y luego indique el orden
entre los nimeros, tal como se hace en el inciso a).

T 372 1 3
V33les s 53
3 4 3 4
)33 7 g
4 9 4 o0
®) 38 3 8
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3 2 <
d) L E ‘%
4" 3. 4 3
_5 _ e |y
e) . _7 _5 __7.
2 3 2 3
) -3 —11 =3 —11
4’ 12 4 12
1 -1 1 -1
g) \_: Era —=
2" 3 2
) =17 —3 =1% | =3
8 ' 2 8 9
Propiedades basicas del orden

Las propiedades del orden entre ntimeros enteros, que ya hemos es-
tudiado en otro curso, valen también para ntmeros racionales. jLas
recuerda usted? A continuacién las anotamos para que nos sirva
s6lo como un recordatorio.

Tricotomia

Dados dos nameros racionales a y b, cualesquiera, siem-
pre ocurre una, y sélo una, de las tres posibilidades siguientes:

[>3) =% [@<7]
b
=
a

e s

a b

-

b a

Transitividad

Dados tres nimeros racionales a, b, c.sia < b vy b < ¢, enton-
ces a < ¢
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En una competencia de relevos, un corredor inicié

Prohlema.

3
en la linea de salida y avanzé 1 de kilémetro. Si su relevo corrid
3 g o ; .
otros 3 de kilémetro, gqué distancia corrieron entre los dos?

Problema. Una manana de inviermo se vio que el termémetro
marcaba —2.5 grados. Despu¢s de dos horas se hizo otra lectura y
se encontré un aumento de 3.8 grados en la temperatura. ;Cudntos
grados marcaba el texrmémetro en la segunda lectura?

Para resolver problemas como éstos es necesaric conocer las ope-
raciones que se efectiian con los niimeros racionales, A continuacién
estudiaremos tales operaciones y sus propiedades.

IV, ADICION Y SUSTRACCION DE
NUMEROS RACIONALES

Tal como hicimos antes al estudiar la adicién de enteros, aqui
estudiaremos por separado los tres casos de adicion que se presen-
tan al operar con nimeros racionales,

Primero repasaremos el caso en que los dos sumandos son posi-
tivos; después veremos el caso en que los dos son negativos y, por
altimo, el caso en que un sumando es positivo y el otro es negativo.
Posteriormente utilizaremos este conocimiento para efectuar sus-
tracciones.

1. Adiecion de dos sumandes positivos
Este es €l caso que conocemos desde la escuela primaria. Aqui lo
repasaremos con algunos ejemplos y ejercicios.
2 &

Ejemplo, 3 §=
En la recta numérica se puede ilustrar esta adicién de la si-
guiente manera:

+a

4

4
i I

e
¥
e
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= 2 5 T

81 Vemos que — = =]y

wEETE s

(Se imagina usted un problema de “recorridos” o de temperatu-

ras, como los que presentamos antes, que corresponda a esta adicién?
1

Ejemplo. — 44— =
3 2
Para efectuar esta adicién es necesario sustituir las fracciones
dadas por otras equivalentes a ellas, que tengan un mismo deno-
minador..

Como . =2—) y 1=§-, tenemos gue
3 672 6

1 1 2 3

372766

En la recta numérica podemos ilustrar esto asi:

1 2 3 4 5

- g 6 & ©& 8 ¢ 1 o
T T 4 =
3 2

o3|

1 1
De modo que — + — =
3 2

Ejemplo.

S+ .38=

5 3
Como 5 = 0 y 3= T podriamos ilustrar esta adicién asi:

4o
-
=)
[
=
-
=
_810.
=3
=
ol
Bl
Tale
Tole
e

4

o ——————————

i3 e BT

8
Y vemos que .5+ 3 = E Esto es, .5 + .3 = .8.
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Ejercicio 137, Efecte cada adicién e ilustrela en la recta nu-
meérica
6 8 o
a)__]__—_ - T S A A Y S N .
10 10
4 53 0 1 2
D) =4 == < o ———+—+ =
)6 6
o 22 o . N B B g
4 4 i ] T Al 1 T L} T T -
53 6 0 1 2
d) -+ == - —t—t—t——t———t—t——t—t——
)7 7
1 2 o 1 2
8) & I - Attt =
)2 3
v 12 1 0 1
£y < 4 - =
)3 4
3 2 0 1
g)—16+g= —t—t———t—
5 1
h)y —+—== A
8 3
10
i)—59*+i0—= — ™t .
100 100
" G ||l|}rlljllllljll -
j).6+.8= <+ ——t—r—t—r—r1T1T+1 e &
1o
k) .65 + 25 = - ?u:}o i >
z
I) 0.7 + 0.9 = = 1:;:;::11{?5.".::4::}:: &

2. Adicion de dos sumandos negativos

Si deseamos efectuar, por ejemplo, una adicién como

—5

4

+ (-

6

4

)

LIS
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primero podriamos ilustrarla en la forma siguiente:

11
T2
-3 ¢ -2 =1 0
-t i
B 5 !
& -3
Asi ) 5 ( 6) 11
51 encontramos que —-— —_— ] = ——
E 4 4 4

Ejercicio 14.

Una adicién como

Invente dos problemas de “recorridos”, o de tempe-
raturas, que correspondan a la adicién anterior.

1 1
__g 4 (—-é_) , por ejemplo, se puede

efectuar sustituyendo las fracciones asi:

1

3

«lgl= g1

Esto lo ilustramos en la siguiente forma:

-5 _4 3 _2 1
1 & 8 68 6 6 0
—
——
1 .
T2 3
1 1 5
y vemos que —— + | —= ] = —=
3 2 6
Con una adicién como =+ (—.3) podriamos proceder
asi:
9 8 7 & 5 4 3 2 1
-1 10 10 19 10 10 10 10 10 10 0

L i
T T T T T T T T T

e — ___' " .|
—3 =4

—4+ (—3) =
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Efectiie las adiciones siguientes e ildstrelas en la

Fjercicie 1§,

recta numeérica,

1
4 ( 4) T o
a) ——+ {—) = <t et
5 5
3 6 -3
by —+ (-2) = 4 Bo
8 8

S’
I
B
|
-] b
+o
A J

c) —3+
2

S’
I
4
1
Tl
+o
¥

(
o 3+ (-2
(

1 2 -3
e) — + ——) = - L4 ? .
2 3
1
£) —E—'r(—i): » Re .
5 2
g) —4+(—.4)= a— = -
h) —-0.7+ (—-0.8) = - “.}:.‘:;::::;? >
.10
i) —45+ (—.40)= = el S

Los anteriores ejemplos y ejercicios nos sugieren un procedimien-
to rdpido para efectuar adiciones de dos sumandos negativos, Vea-
mos los pasos de este procedimiento en la adicién siguiente:

—45.2 + (—36.5)=

Los NUMEROS RACIONALES

Primer paso.
ran positivos.

7l

Efectuamos la adicién como si los sumandos fue-

45.2 + 36.5 = 81.7

Segundo paso.
mos, y escribimos:

Consideramos el opuesto de la suma que obtuvi-

—452 + (—36.5) = —81.7

Ejercivio 16.

NENES
©) ;g4+(_-2i8). N
)3 (-3)-

g) — .93+ (— .64) =

i) —76.3 + (—56.8) =

Efectiie las siguientes adiciones.

n e (-2)-

59 T3
%~ | ")

7

h) — 1.07 + (— 3.45) =

i) —305.1 + (—809.6) =

3. Adicién de un sumande positive y une negative

% 7 5
Una adicién como 7 + (— _) =

4

por ejemplo, puede ilus-

trarse en la recta numérica de la siguiente manera:

o 1 2 a 1 5 6 7 2 g
J a 4 a4 1 g T
~ 4
) 7 5 2
Asi vemos que — + | —— | = | —
4 4 4

Fsta adicién podria corresponder

a

un problema de “recorridos”

(como los que hemos visto anteriormente. (Note usted que el “reco-



72 MATEMATICAS — SEGUNDO CURSQ

rrido” positivo es mayor que el negativo y, por esa razém, la suma
obtenida es un ndmero positivo. )

;o 5 3 )
La adicién — 3 + 3 = » por ejemplo, podria ilustrarse asi:
1 B z __ § . 5 ‘3 _ 3 o £ 1 [F]
. 8 ® & @8 ® & @
+3 L
Aqui ve - 8 2
1 11108 ue — — —_—— ==
q 4 g8 8 8

(Note usted que en este caso el recorrido negativo es mayor que
el positivo y, por ese motive, la suma que se obtiene es un numero
negativo. ) __

Si tuviéramos fracciones con distinto denominador, para efectuar
la adicion primero tendriamos que sustituir esas fracciones por otras
equivalentes, de igual denominador, y luego procederiamos como
en los dos ejemplos anteriores. Y si los sumandos estuvieran en no-
tacién decimal, también hariamos la sustitucién.

Liereicio 17, Efectiie las adiciones usando la recta numérica y
luego complete las expresiones.

2 (-4)-

El recorride mayor es

positivo, negativo

La suma es un niimero

positivo, negative
11 6

El recorrido mayor es

b)

positive, negativo

LOS NUNMTEROS BACIONALES T3

La suma es un numero

positive, negativo

El recorrido mayor es

positivo, negativo

La suma es un nlimero

03+ (-1)-

positivo, negativo

El recorrido mayor es

positivo, negative

La suma es un namero

03 (-3)-

El recorrido mayor es

positivo, negativo

positivo, negativo

La suma es un nuamero

positivo, negativo

Los ejemplos y ejercicios anteriores sugieren un procedimiento
para efectuar adiciones de racionales positivos y negativos. Veamos
los pasos de este procedimiento en el siguiente ejemplo:

—445 + 8.3 =

Primer paso. Manejamos los sumandos como si fueran positi-
vos y buscamos su diferencia.

445 — 83 = 36.2
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Segunde paso. Para saper si la suma serda postiva o negativa,
nos fijamos si el sumando que indica el recorrido mayor es positivo
o negativo. En este ejemplo el recorrido mayor estd indicado por el
—44.5. Por lo tanto, la suma es negativa.

—44.5 + 8.3 = | —36.2

Fiercicio 18, Efectie las siguientes adiciones.

_6 'l_g_=
%) 70 " 10

16 40)
C)ﬁ+(_ﬁ):

&) =

oot (-3)=

i) .65 + ( — .34) =

+E:
3

] o

k) 56 + (— 1.91) =

14 35
e
5 3\ _
f)'é%(_‘i)‘
2 3
B) —5+3=

j) —2.08 + 4.56 =

1) —6.3 + 295 =

4. Propiedades de la adicion de racionales

La adicién de ntimeros racionales tiene las mismas propiedades
que la adicién de enteros. ;Recuerda usted cudles son?
En el siguiente cuadro las anotamos para que nos sirva como

recordatorio:

Propiedad Si r, s y t son nimeros racionales, entonces,
Conmutativa r+s=s8s+r

Asociativa (r+s)+t=r+(s+18

Existencia del
elemento
neutro

r+0=0+r=r

Existencia del
inverso
aditivo

r+(—-r)=20
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Bjercicio 19, Aplique las propiedades que convengan para efec-
tuar mas facilmente las siguientes adiciones.
5 S
a) =+ 8+ ==
) 8 8

7

15 7

c) 3.68 + 2

9 9
i—( -2_]_)+O+ﬁ_

15 —10 - 21
et ) (F) e

o Le(-

8
3 1 3
o + o = =
) t55+3

£) 5+ (—.13) +25 + .13 =

g) 539.6 + (—74.78) + (—539.6) =

h) +75.2 + 57.98 + (—5) + (—57.98) =

5., Sustraccion de niimeros racionales

Para indicar una sustraccién de niimeros racionales se usan ex-

presiones como ésta:

-(-)-

Y la sustraccion se ha efectuado cuando se encuentra el nimero gue

2
sumado con — 3 da —.

Asi, la expresién

5
8

=6 - 9=

indica que debemos buscar el nimero que sumado con .9 da la su-

ma —. 6.

Con la expresién

1
—5—(=2)=
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. , _ Eiemplo
se indica el problema de encontrar el nimero que sumado con —.2 ' 5 4
1 R (. (.
ha de dar la suma — =. 7 ( 7) 1

2

En general, si 7 y s son numeros racionales, la expresion . _ 4
Aqui el opuesto del sustraendo es 7 Por eso,

r— 8§ =
indica el problema de encontrar un namero (la diferencia) que su- _5_ (_ E) __5_.4_ 1
mado con s (el sustraendo) dé la suma 1 (el minuendo ). 7 7 Y 7= 7
Para encontrar la diferencia de dos niimeros racionales emplea- B e
remos el mismo procedimiento que usamos n la sustraccion de S ;
enteros : —= (_ﬁ) —
ff T 7
En toda sustraccién de racionales, la diferencia se obtiene su- T - A ,
mando al minuendo el opuesto del sustraendo. En simbolos, oy en——— eCer‘ as sustraccx_ones siguientes y compruébe-
las, como se hizo en los ejemplos anteriores.
r—s=1+(—8)
i f BN by 6 2
Ejemplo 8 8) ) g \ 5) -
(-9 '
= a c) B—(—4)= d) 36 —(—28) =
] 5 i ey o ) ===
El minuendo esi y el opuesto del sustraendo es - Por lo €) .L— (- 1.8) t) 143 — (- 184) =
5 1 7 3
tanto, S | =iz ) = _{ - -
| 25~ -5) mg—(-3)-
' 5 3 b
- (-9-3+3-[f 03 (-0 wi-(-)-
3 2 - ?) -
Comprobacion, 13
. k)O—(-—_)= 1) 0— (- .96) =
8+(_'5)_3 o= ) 0— (—.96)
? ? 6 Fjereicio 21, Efecttie las sustracciones siguientes y compruebe
difesencia sustraendo nIinuendo sus resultadoso
Ejemplo, — 2= E = 7_5
- 2- 4 w-L-8. by _3_8_
Aqui el minuendo es — 2y el sustraendo es .4. El opuesto de 5 5
éste es — .4, Por lo tanto, &y — 13 9 _ a 34 18
~g—d=—-2+(—®)=[=86] ' 15 15 30 40
1'.‘-1\:!';:";';-‘."_a'.'d'-:-,_.H: | e) = = '8 = f) — 1.6 — 2'3 =
-6+ 4=—2 |
| g) —59-38= h) — 30.58 — 28.31 =

diferencl. gustraendo minuendo
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. 1 3 i — 4 2 _
5 3 7 1
- 1y — —— ==
&) 8 5 ) 12 4
9
= = A O —_—_=
m) =19 nETE
Ijercicio 22 Efectie las sustracciones siguientes y compruebe

sus resultados.

o-i-(-3-M w3 (-
0 -4-(-5)-
o (-3)-M o)
o-2-(-5)-M »-2-(-D-

i) —408 — (—'73.5) = j) —.003 —(—2) ="

Como puede usted darse cuenta, siempre es posible efectuar una
sustraccién de numeros racionales. O, dicho de otro modo, la dife-
rencia de dos miimercs racionales siempre es um nitmero racional.
Esto se debe a que la diferencia se encuentra sumando dos raciona-
les y la suma de dos racionales siempre es un racional.

Bjercicio 23, Aplique lo que sabe de adicién y sustraccién de ra-

cionales para resolver las siguientes ecuaciones.

) T 3 2
Ei)5 5 b)'? 7
)4+ ”—1 d = 9
c_§ = 3 ) .6+ = =
e) 0+ = — 6.8 f) 54 + — — 95§

LOS NUMEROS RACIONALES
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1 5 2
— — g 7
= IL =
3 1 5 3
i) 717973 j)—g‘szz
Yy = b:
k) —63+d=4.1 1) 92 +e=145
d: g =
9 15 14
m) ——+tj=—— — -
) “qg tf 10 m g thE o5
f= h =
2 7
0) —=+x=— )~1_4 = 2
3 P 15 4T 75
x: y:
q) —95+nm=0 r) 1397 +t=0
n = pas

' ‘Seguraxlnente usted ya observé que todas las ecuaciones en el ejer-
cicio anterior son del tipo

5+ .x =

un racionil un racional

la incégmita
¥ que la SOlUCjén Se encuenira restando r— &

Si las escribimos en la forma

a g c
5 EE
la solucién podra indicarse asi:
¢ a
N = o e
d b
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6. PROBLENMAS

En la resolucidon de los siguientes problemas deberd usted aplicar
sus conocimientos sobre la adicién y la sustraccion de nimeros ra-
cionales. Y si usted puede establecer una ecuacion con los datos
de cada problema, es casi seguro que bhallara mas tacilmente la so-
lucion.

1. Un cuerpeo estudiado en el laberatorio tenia una temperatura
inicial de —8.3 grados y luego sufri6 un aumento de x grados. Si
la temperatura final fue de —1.2 grados, ;cudl fue la variacién que
hubo?

2. El estado financiero de una empresa se habia anotado como
— 12 748.00; pero, después de efectuar un trabajo que tenia contra-
tado, la situaciéon cambid a 38 815.65. ;Cudl fue la ganancia que
logro la empresa con ese contrato?

3. Un submarino estaba situado a —93.60 metros del nivel del
mar y luego empezo a ascender. Si su posicion final fue de —2.50,
Jjcudntos metros ascendié?

4. Un helicoptero despega de un punto que esta a 980 metros
del nivel del mar; se eleva 530 metros y luego desciende en otro
punto que tiene 620 metros de altura sobre €] nivel del mar. ;Cudn-
tos metros descendid ese helicoptero para llegar a su destino?

5. La era que vivimos tuvo su inicio con el nacimiento de Je-
sucristo. Esto es, el ano cero es cuando nacié Cristo. Si Pilatos na-
cid ¢n el ano —18 y Cristo murié en el afio 33, ;qué edad tenia Pi-
latos al morir Cristo?

6. La temperatura inicial de un cuerpo era m. Después hubo una
variacién de 6.3 grados y se llegé a la temperatura de —5.8 grados.
¢Cual fue el valor de m?

7. Un cuerpo tenia x grados de temperatura y luego sufrié una
variacion de —35.4 grados. Si su temperatura final fue de —6 gra-
dos, gcudl fue €l valor de x?

8. Para efectuar el lanzamiento de un cohete espacial se ini-

. 1 1
cla el conteo a las — 135 horas. Si dicho lanzamiento se retrasé 85

horas, jcudnto tiempo durd el conteo?

4 6 3 9 27

35 NUMEROS MACIONALES 81
V. MULTIPLICACION Y
DIVISION DE NUMEROS RACIONALES
Para multip_li‘car dos numeros racionales cualesquiera, efectua
mos “la operacion como si los factores fueran siempre positivos, y
luego _de_cldxmos si el producto ha de ser positivo o negativo tomando
en consideracion las siguientes reglas:

L. Si los dos factores son positivos, entonces el producto es
es positivo,

2. Si los dos factores son negativos, entonces el preducto es
posttivo,

3. Si un factor es negativo y el otro es positivo, entonces el
producto es negativo.

ILiempla.

3 5 15 216 (32
a —— —_ = b — _— =
)3 X% |m ) 379 a7

d) 15 x2= 3.0]

¢) TX (.9) =| .63]

Bum plo

-2 (-9 E] w(-H(9-[F
&) — 7(—.9) =]E:

Ejempio.

d) (- 15)(—2)=| 3.0

24
(=D (9 =-.63 d) (+1.5)(-2) =|- 3.0
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fijercicio 24. Efectie usted las siguientes multiplicaciones.

a) (14)(1.5) = b) (2.6)(.5) =

o (-3)(-3)- B 2 (R)(3)-
o (-1)(3)" 0 (ss)(-7)~
g) (—45)(— 2) = h) (—5.4)(.5) =

2 (3)(2)- B v (-9)()-
k) (95.2)(—4) = 1) (—68)(—2)=

m) (— 5.35)(100) = n) (—.01)(796) =

o (si)(-140) -

I, Propiedades de la multiplicacion de racionales

p) (—874.5)(0) =

Las reglas gue se utilizan en la multiplicacién de racionales no
fueron establecidas arbitrariamente. Se crearon de manera tal que
la operacién tuviera las mismas propiedades que la multiplicaciéon
de racionales no negativos. Esto es, la multiplicacién efectuada de
acuerdo con esas reglas tiene propiedad conmutativa, propiedad aso-
ciativa, propiedad distributiva, etcétera. Veamos algunos ejemplos
de cada una de esas propiedades.

Propiedad conmutativa. Si @ y b son numeros racionales
cualesquiera, entonces al multiplicar a b obtenemos el mismo
resultado que al multiplicar b - a.

Wijemplo.

03 NUMEHEOE HACIONALES .

(-8)(— 2) =[16]

¥
(—2)(-8) =[1.6]
Esto es,
(=8)(— 2)=|(—-2)(—8)
Propiedad asociativa. Si a, b y ¢ son numeros racionales,
entonces al multiplicar (a - b)- c obtenemos el mismo resulta-
do que al multiplicar ¢+ (b-c) -
[(a-b)-c=a-(b-c)
. ; 3 .1
Si consideramos los factores —2, 7 v 5 vemaos que
(-2)@)6)- @6 =
4)(\5 4 (E) "1 20
y también
3\ /1 3 —6
-9 Y=V =( = — ) = —
(-2)|3) )~ (-2)(20)
Esto es,
3 1 3\ 71
—2)(= s o= = Jil =
[(2)E)]E) - (2)[EE)]
Fiemplo.  Si tomamos los factores —3, — .5 y —4, vemcs que
(=3)(—=.5)N(—4) =[(1.5)}(—4)=|—6)
¥

(-3 -5)(-9)|= (-3)|2.0)=[-6
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Esto es,

[(=3)(=5)](—4) = (—3)[(— 5)(—4)] |

Propiedad del elemento neutro. 8i a es un niumero racional |
cualquiera, al multiplicarlo por 1 el resultado es el mismo a ‘

Ji’ ¥} 4 [ \I!’

(1)(—2.3) ={—2.3

Ejemplo, |

Ejemplo.

(14.853)(1) = 14.853

Propiedad distributiva. Si @, b y ¢ son numeros racionales,
al multiplicar a por b + ¢ obtenemos el mismo resultado que
al sumar a-b mds a-c

a(b+¢) =ab + ac

Ejemple.  Multipliquemos § por —5 + 11

(GlLcs+

Ahora apliquemos la distributividad: ‘

1l

(R

(6)|=

oo

1 1 1
(5)(=5+11) = (5)(=5) + (5)(11) =

11

6
T3 Tz |

| ot

Pp=_-__

1 1 1
(E)( 5+ 11) = £)(=5) + ()

Sjonple. Malipiquemos (~2) por (=1 +7)
(-3)(33) - (-3)@) [ =
(~3)(-a+4) - (2%)('5) (-3)(&) -

14y | 12
(?) 12

C3)Ca9) - () (9) - CIE

Fjercicio 25 Aplique la propiedad distributiva para efectuar las
siguientes multiplicaciones.

) ()3
0 @4+
0 (D (-D)-

d) (—9)(6+ .4) =
e) (—.5)(—8+14) =

Esto es,

Propiedad del cero en la multipicacion. Si a es un nimero ra-
cional cualquiera, al multiplicarlo por cero el resultado es cero

[ a-0=0-a=0 |

Epemplo (3)(—-2 -+ 2) = (3)(0) =
3 (—2+2)=(3)(—2) + (3)(2)

- —-6+6=[0]
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Por lo tanto, (3)(0) =0

Ejemplo ( = .él_)(o)=
et o=Eel <L)

Por 1o tanto,
(~5)(0) D

Propiedad del elemente inverso multiplicativo. Si r es un nu-
mero racional cualquiera, al multiplicarlo por su inverso

R |
multiplicativo, = el resultado que se obtiene es 1. En sim-
bolos,

Observaciones, En los ejemplos anteriores podréd usted notar
dos cosas:

Primera: El inverso multiplicativo de un nimero negativo es
otro niimero negativo. (Pues si no fuera asf, el producto no podria
ser el niimero 1, que es positivo.)

o

LOS NUMEROS RACIQWALES 87

. , . a
Segunda: Cuando un numero estd expresado en la forma —,
b
b
su inversp multiplicativo es = (Esto es asi porque el resultado de

b
(dividir 1 entre g es precisamente —.)
a

b
a

SRS o

Ejercicio 26.

Complete usted la siguiente tabla, tal como se ha-
ce en los primeros remglones.

o . Inverso multipli- o
Ntimero dado RtV Comprobacion
5 9 59 _45_,
9 5 9 5 45
15 4 (_15 (_4) 60 _ .
4 15 4 15 60
-7
10
18
—58
25
7
A4
— 5
(2)(5)=10=1
—.125

¢Cudles renglones de esta tabla le parecieron mds dificiles?
(Aquellos en los que se usd notacién decimal? Recuerde que el in-

verso de un nimero r es el niimero % De modo que, por ejemplo, el

: 1
inverso de .4 seri e 2.5. También, cuando tenga problemas para
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encontrar el inverso de un numero dado en notacién decimal, pue-

: ~ 4 :
de usted hacer un cambio de notacidén, Asi, como 4 = T su inverso
. 10
SETa Z 0 sea, 2.5,

Hjemplo.  ¢Cual es el inverso multiplicativo de .125?
125 1000

—_— Inverso s
F0p0” o VEE 125

Comprebacidn,  (L125)(8) = 1.000 = E’

Ljemplo.  ¢Cual es el inverso multiplicativo de —.04?

100 | T—]
su inverso es — a = |—25.

Como .125 =

4
n virtud d — =
En virtud de que 04 100°

Comprobacién. (— .04)(—25) = 1.00 =

Ejereicio 27.  Efectde las siguientes multiplicaciones aplicando
las propiedades que convengan en cada caso.

a) (2) —.6)(5) =
b) (—2)(14.8)(—5) =

o (3)(m2)(3) -

D (-3)(5)( - )=
(1) (-7
“(—%)(*%
B (85)(~ 3)( -3
h’(“%)@*:;)“

o (Z)(E)(-ww)-
L (558)(765)(558) -
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Hjercicis 24, Efectte las siguientes multiplicaciones.

W (-18)(-3) -
- e (Z)-5)-
o (-%)(-¢)-

h) (— .04)(—35) =
(s)(-%)-

Segun sabemos, efectuar una division es hallar un ntimero (el
cociente ) que al multiplicarse por otro (el divisor) dé como resul-
tado el dividende,

Ya hemos aprendido a efectuar divisiones con enteros y con ra-
cionales no negativos. Ahora veremos cémo se efectiia la division
con racionales cualesquiera. (Positivos o negativos.)

Para calcular el cociente de dos numeros racionales procedere-
mos en la siguiente forma:

Primero. Dividimos como si los nimeros fueran positivos,

Segundo. Decidimos si el cociente ha de ser positivo o negativo,
tomando en consideracion que el producte de ese numero por el
divisor debe ser igual al dividendo.

Eiemplo.

WeT 3 2
Primero dividimos — entre —
4 5
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Como el dividendo es negativo y el divisor es positivo, anotamos

_3
4 | 15
~2 | 8
5

pues, seglin sabemos, el producto de un negativo (el cociente) por
un positivo (el divisor) es un ndmero negativo (el dividendo).

965

—4.96 _in
_12'4 s 1

Comprobacion,

| L0

Ejemplo,

Dividimos como si fueran positivos los nimeros

4
12.4 | 4.96
0

El cociente puede ser .4 0 — .4. En este caso elegimos .4 porque
s6lo asi tendremos que

(4)(—12.4) = —4.96

cociente  divisor dividendo
Por lo tanto,

—4.96 _

—_— =4
—12.4

Ejercicio 29. Encierre en un circulo el nimeroc que es el co-
ciente en cada division.

2 .1 3 10 _10
a) ~ 3 F3" 10 3 3
6 .2 mm 3 3 5

. a1
=L
c) 20=-= - i 2 _ 4
_7 1 4 3
5
2
ay 22 11 4
2 4 4 T
3
— .9
1
e == == =
) 3 3 5 3
- .1
£) — 3 - — & 5] 5
7
g)_—2= - 3.5 +35 35

1. Efectie las siguientes divisiones,

_ 1
9 4 2
a) —— = b) —— = _— =
3 ) 5 c) 5=
4 3
10 4 3
7 9 S
a4y 1 B 4
) — e) — = £ — =
10 3 5
6. 1 5 2
g)g- 7= h>_ﬁ+§=
1
) —=Fs=—= ~ 98+ 2=
) % j) — .98 - 2 =
k) .7+ —-14= Iy =75+ — 5=
—5 18 —9
m) — — S i =
)_3 n) — 0) =

Obse_rve usted que utilizando ntmeros racionales se pueden efec-
tuar divisiones que antes no podiamos realizar con enteros. (Ult-
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mos tres incisos.) Esto significa que siempre es posible efectuar una
division wusande niimeros racionales, 0, dicho de otra manera el
cociente de dos numeros racionales siempre es un numero racional.

ccicin 1. Resuelva las siguientes ecuaciones.

5 1 _2. —3
10 3
T~ a7 = d 36 = — g
¢ 3 4 ) (36)(| )
. 1 -
e) (52)( ) =26 f)(a)( )=.ﬁ
g) 8r=—4 h) — 1x =2
o= e
1)—3 =—§
7 4 j) —5n=2
P = 7=
1) -]—'r=—5
k) —2y = —1 5
y= r =
m) 2.8x = 1.12 n) —3.8z = 190
X = a4 =

Para efectuar una divisién de racionales también se puede uti-
lizar la propiedad del inverso multiplicativo.

El cociente de dos racionales r y s se obtiene multiplicando
el dividendo por el inverso multiplicativo del divisor,

1
== T.',_

5

=

=
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Como el inverso de 4 es 41 tenemos que
3
5 3 1 3
& 57317 | a0
2
Ejemp! _,_.3 =
_ 5
4
. 5
El inverso de — 3 es — —. Por lo tanto,
2
32y (-8y-[
G s) [
4
Ejemple, — _1_ CR § =
9 3
_1;_§:(_E) AR
9" 3 9 ( §) |72
_ 'l.]_'-;_[t‘s"\"'ii:if‘- 42 Efectue las siguientes divisiones multiplicando el
dividendo por el inverso multiplicativo del divisor.
. !
_ 3
a) 4 b) 2
3
3
4 7
C =
) —5 4 —4
—95 _
-5 —=3.5
B) 55~ )i —g—=
o= .2 -
) _ ) 100

—4.0 A
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Observae oo Conviene destacar ahora que si k, a y b son ra-
cionales cualesquiera (con k y b= 0) entonces,

ka

.
kb b

Esto puede entenderse ficilmente pues, en efecto,

;Podria usted explicar el porqué de cada paso en la expresion
anterior?

bpervacion.  Utilizando la muliiplicacion y la division de nu-
meros racionales, pedemos ver que cuando 4, b, ¢ y d son nimeros
racionales (con b y d=£0), entonces

=

si, y solo si, a-d=h-¢

Ll I =1
=B e

En efecto,

a ¢
b d
por bd y obtenemos

si , podemos multiplicar ambos miembros de esta igualdad

—+bd =~ -bd
a‘R:d c-b-¥
DR
ad="h-c
Inversamente,
a ¢

si a-d = b-c; entonces — = —.
b d

LOS NUMEROS HACIONALES g5

En efecto,

si @-d =b-c, podemos dividir entre b-d los dos miembros d
igualdad y obtener asi: .

ey ke

b-4 %-d
a_c
5 d

_Con esto queda justificada la afirmacién que hicimos al hablar
de fracciones equivalentes pues, en particular, a, b, ¢ y d pueden ser
numeros enteros.



Los polinomios determinan curvas algebraicas

TERCERA UNIDAD

POLINOMIOS

Al concluir el estudio de la presente unidad, el alumno:

[. Manejard expresiones algebraicas,
II. Conocera las leyes de los exponentes,
1], Podra efectuar operaciones con monomios y polinomios,

i. EXPRESIONES ALGEBRAICAS

En matematicas, como en nuestra vida diaria, el uso de simbolos
es de suma importancia, pues con ellos podemos expresar breve-
mente conceptos, fenémenos, ideas, etc.

Por ejemplo, las seniales de transito son simbolos gue nos orien-
tan y nos indican como comportarnos cuando hacemos uso de las
vias publicas, para no poner en peligro nuestra propia seguridad y
la de quienes nos rodean,

_., — ‘t P —
e 78 \ {1 &
WI»; NRICHBE)
o :.ﬁf ..\3‘\;‘:&—;&‘5{5 Si.:"“L-"-—..z: ;:J;‘
ermciea 4 [ | NO REBASE CIeR ktion

ZONA ESCOLAR

También hemos ya usado letras para representar niimeros. Por
ejemplo, cuando escribimos r = 2.5 queremos decir que con la letra
7 denotamos al nimero 2.5.
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En férmulas como la del area de un rectdngulo,

==
I)

2

|

[

I
a y b denotan las longitudes de los lados y A denota el area del
rectangulo, es decir, las letras a, b y A representan numeros.
Cuando en el primer curso de matematicas hablamos de la pro-
piedad distributiva, escribimos:
Si a, b y ¢ son nlmeros racionales, entonces

a(h + ¢) = ab + ac.

Aqui también, las letras a, b y ¢ nombran numeros racionales.

Hemos usado también letras para nombrar conjuntos y elemen-
tos. Por ejemplo, la expresién x € A significa que el elemento x
pertenece al conjunto A.

En la historia de la ciencia y, en particular, de las matematicas,
el uso de simbolos para representar objetos, marca una etapa deci-
siva en su desarrollo. En efecto, al aumentar el caudal de conoci-
mientos matematicos, el lenguaje usual se fue complicando a tal
grado que llegé a constituir un freno a su futuro desenvolvimiento.
De ahi la conveniencia de que nos vayamos familiarizando cada vez
mas con este simbolismo,

En todas las aplicaciones de las matemaéticas se usan constante-
mente expresiones algebraicas. Por ejemplo, en fisica, para describir
la relacién que hay entre la velocidad de un cuerpo, la distamncia
recorrida y el tiempo, escribimos
d
t_';
en donde v denota la velocidad, d la distancia recorrida y ¢ el tiem-
po. Aqui, las letras v, d y ¢ representan nimeros.

Cuando una letra o simbolo representa, en cierta situacion, un
elemento cualquiera, un elemento no especificado de un conjunto
de ntmeros se dice a veces que tal letra o simbolo es una variable.
Por otro lado, si la letra representa un nimero en especial se dice
que es una constante.

o =

F (& TN O M 1:'Q 'S5
i 99

Para lo que sigue es importante que podamos decir qué numero
representa una expresion formada con letras cuando conocemos
qué numero denota cada una de ellas.

Por ejemplo, en la expresion A = ab del 4rea del rectangulo, si
a denota el nimero 2 y b denota el numero 1.5, es decir, si a = 2 y
b = 1.5, entonces

A=2%x15=3
0 sea, A representa el nlimero 3.

Ejemplo. 8ia denota el nimero 2, b el nimero 3 y ¢ el namero
4, entonces la expresion

a+b+ec

denota el numero 2+ 3 + 4, es decir, el niimero 9. Escribimos
esto asi:

Sia=2,b=23yc=4, entonces
a+b+c=24+3+4=29.
Ejemplo, 8i m =3, n =4, x = 5, entofices

a)2m+n=2%x3+4=6+4=10
b) m*+ n* =3+ 4 =9+ 16 =25

) mx+n=3x5+4=15+4 =19
d) x —m=5-—-3=

5
h) Vo —m?= /5" =3 =256 - 9= 16 =4
5

D o¥n 374 7

Expresiones como las anteriores reciben con frecuencia el nom-
bre de expresiones algebraicas y se acostumbra decir que encontrar
el nimero que representan es encentrar su valor.

Ejercicio 1, Suponiendo que a=0,b=5,¢= 10y d = 15 en-
cuentre los valores de las siguientes expresiones algebraicas:

a)at+b+c+d e) b2+d

b) 2a+ 3b + ¢ + 20 ) 3p* + 2¢
c) abc g) b*+c+d
d) bed + bd h) b—a
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i) c—b b+ d
i) b~ d TS
k) e —2b

1) 2¢ — d t)a—l-b—l_c
m) d* — B¢ d
n) ¢ —hd b b
o) ¥ + b1 UJ;*‘J
p) 2¢ 4 3¢ + 100

G) 3a* + 2d + 5 V?b+_b_

) 3a* +2a+1 ¢+ d
Ya en el primer curso de matematicas y en la unidad anterior

empezamos a emplear paréntesis. Observe cuidadosamente el uso
de los paréntesis en el siguiente ejemplo para después resolver los
ejercicios que siguen.

ire

Ejemplp. Sia=7,b=1y ¢ =6, entonces

a) 3(a+1)=3(7+1)=3(8) =24
b) a(b+¢)=7(1+6) =7(7) =49
c)ab+c=7X1+6=74+6=13
d) 3(b+2) =31 +2)=33)=29
e)3b+2=3X1+4+2=3+2=5
)y (a+b)=(7+ 1)*=8*= 64

g) (@a—2)(¢c—3)=(7—2)(6—-3)=5x3=15
h) (a—c¢) b=(7T—-6)X1=1X1=1
i) (@ + btye= (T2 + 12) X 6 = (49 + 1) X 6="50 X 6 = 300

i) (@ = b+ 1) = (7F = 12)(6* + 1) =
(49 —1)(36 +1) =48 X 37=1776
2 =3.14=

Eiercicio 2, Suponiendo que x = 2, y = encuen-

W |

1
2

los valores de las siguientes expresiones:

a) xy+ zt g) (x+2z)(y +¢)

b) zy — zt h) (x+2)(y — ©)

C) xa_;_2y+zz+3t i) (x4 y)2+(z+t)?
d) 2x + 4y* + 3z + 92 i \/W

e) (x +y)(z+1) k) y» + &

£) (x—y)(z—1) D (x—y)2+ (z—1t)

Kjercicie 3.
a) Encuentre ¢, sia®* =b* + ¢, b=3yc=4.
b) Encuentre C,si C = 2+r, » = 3.14yr = 5.

FPOLINOMIDO
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¢) Encuentre D, si D = #1%, » = 3.14 y r = 5.
d) Encuentre V, si V = «r'h, » = 3.14, 7 = 5, h = 10.

1 _ b
¢) Encuentre A,si A = %—h, a=3,b=5yh=2

. 4
{) Encuentre V,si V = 3" sin=23.14, 1 =4,
g) Encuentre S, 81 S = 4wt si» = 3.14, r = 4,

Ejercizio 4. Calcule el area de cada rectdngulo para los valores

de by de a que se dan,

b 5 3.7 7 48
6

a 4 8 8 79 A-b-a
5

A

Ejercicio 5. Encuentre el 4rea de cada uno de los trapecios

cuyos datos se anotan en la tabla.

7
B 12 5
B 6
4
b 6 6 =
2 AZ(B;b)h
h 4 =
i 9
A

Bjercicio 3. Ppara “gransformar” grados Farenheit a grados cen-

tigrados se aplica la siguiente férmula:

=] _5 o _
C =z (°F - 32)
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Encuentre los “C que corresponden a los datos de la siguiente tabla.

K 0 32 —13 —40

°C

Con frecuencia es necesario usar paréntesis en expresiones que
estan dentro de paréntesis, por ejemplo. si x = —2, y y= —3, la
expresion x(x + y) se escribe

(—2)(—2+ (=3)).

A veces, por claridad, se usan paréntesis rectangulares. Por

ejemplo, la expresion anlerior se escribe

(—2)[—2 + (—3)1.
Observe cuidadosamente el uso de los paréntesis en el siguiente
ejemplo.

Ejemple, Sia=—7,b=—1y c= - 6, entonces

a)3(a+1)=3(-7+1)=3(—-6)= —18

b; a(b+c)=(=T)-1+ (=6)]=(=7)(—-7) =49

c) ab+e=(-7)(-1) +(-6)=7+(-6)=1

d) 3(b+2) =3(—1+2)=23(1) =3

e) 3b+2=3(-1)+2=-3+2= -1

£) (a—b)* =[~7= ()= (-7+1)*=(—6): =36
g) (a—2)(c=3)=(-7-2)(—-6-3) =(-9)(-9) =81

h) (a-e)b=[-T7T—-(=6)](=1)=(=T+6)(=1)=
(=D{=1)=1
1 2
Bjercicio 6, Sia=-—3, b= =2, ¢ = §,d = 3 encuentre los

valores de las siguientes expresiones, como se muestra en los prime-
Tos incisos,

a) @ =(-3)*=(-3)(-3)=9

b) —a*= —(—-3)*= -9

¢) a+3=—-3+3=0

d)a—83=-3-3=-6

€) 10—a=10—(—-3) =10 + 3 = 13

f)a+b=-34+(—2)= -5

g) ab=(-3)(-2)=6
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h) » n) a(3b — b*) c

: $) o

i) be 34t — b d

4 0) —— a

1) 6d a t) 5 +1

k) c? p) —b? b

1) 6cd Q) (—b)? u) ——2

) a2+ b i o
. ) ¢ r) 5‘_. v) E:)(_b_z___E_)-_
m) 3(c + a) b ¢

2. POLINOMIOS
Polinomies

Entre las expresiones algebraicas que con mds frecuencia se uti-
lizan en el estudio y las aplicaciones de las matematicas, figuran los
polinomios. Estos son expresiones como las siguientes:

St — D i 3 22% 4 5 27as + 3a

7x1 + 8% — 5x% + 3 —3z 41 PP+ 1
ax®* +bx + ¢ e 352 — 55 + O
Lol 24z 1 25° + 235 + 4.

A veces, para precisar, se habla de polinomios en x (como los de
la primera columna), polinomios en z (como los de la segunda) o
bien polinomios en a, en p oen s {como los de la tercera columna )
0 en cualquier simbolo que se use. Conviene observar que aqui, co-
mo en las unidades anteriores, las letras representan nimeros racio-
nales.

Es también frecuente referirse a un polimonio en una letra,
digamos en x, como a un polinomio en la variable x o bien, a un
polinomio en la indeterminada x.

Algunos polimonios reciben nombres especiales. A polinomios
como los siguientes

3x 2z 23a’ 9 50yw

se les llama monomios,

A los polinomios que constan de dos sumandos (o como se acos-
tumbra decir, de dos términos) se les llama binomios como, por
ejemplo,

3x° -+ 60  9x% + 19

tF— t Zle — 17
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En un polinomio, al término en el que no figura la variable se
le acostumbra llamar término independiente o término libre. Por
ejemplo en el binomio 2x* + 5, el término libre es 5; en el trinomio
40 + 2a — 7 el término libre es — 7; en el polinomio x* + x* +
2x* + x el término libre cs 0.

2%+ b x5+x’+2x"'+.x+/‘0

Al niimero que aparece multiplicando a las potencias de la va-
riable se le acostumbra dar el nombre de coeficiente. Por ejemplo,
en el polinomio

términoe libre

7x" + bx* — 3a* — 2x — 15
el coeficiente de x¥ es 7, el de x* es 5, el de x* es —3 y €l de x es —2.
(El coeficiente de x, es decir, de 1, es —15).
fjercicio 7. De los siguientes polinomios indiflue cué.’les son
monomios, binomios ¢ trinomios, e indique también los términos
libres y los coeficientes.

a) bx* — 3x+ 1 ) x

b) 6x* — 3x - 3 5
¢) a+2¢*+a—1 g) Zxo—x*‘—?
d) 7

e) 4y — 3y + 1 h) 100

Polencias

Cuando deseamos calcular el area de un cuadrado que mide a
metros por lado, lo hacemos multiplicando 1a medida del lado por si
mismo. Esio es,

A o A=a-a

a

Para calcular el volumen de un cubo que mide @ unidades por
lado, lo hacemos multiplicande el largo por el ancho por el alto.
Esto es,
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Frecuentemente se presenta la necesidad de muldplicar un na-
mero por si mismo varias veces. como en el caso del drea del cua-
drado o el volumen del cubo, Cuando nos ocurra esto emplearemos
la notacién exponencial para evitarnos el escribir todos los factores,
Por ejemplo, el producto a - a lo escribiremes simplemente como @*
(que se lee: “a al cuadrado”). Esto es,

a-a=a"

El producto a-a-a lo escribiremos como a* (que se lee; “a al
cubo™). Esto es,

a-a-a-=a

Recuerde usted que en la expresién a* el exponente es 2, la base
es a y la potencia es a®; en la expresién a’. el exponente es 3, la
base es a y la potencia es a®.

_ Ejercicio 8. Exprese en notacién exponencial cada uno de los
sigulentes productos y sefiale cudl es la base, el exponente y la
potencia.

Base Exponente | Potencia
a) 7-7-7=

b) (2.7)(2.7)(2.7)(2.7) =
¢) (—4)(—4)=

d) m-m-...-m=

12 factores




106
e) x.x.x.-...x:—_

e

n factores

v G)GE)E)GE)

o (-5)(-9(2)(-3)

v S

bfacgres
h) (x—1)(x—1)(x— 1) =

i) (a+ b)(a +b) ...(a+L=

Y
n factores

Base
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Exponente

fliereicio 0. FEscriba cada potencia como un producto de facto-

res iguales y sefiale cuél es la base y cudl es el exponente.

a) (—63)*=

b) (12.7)" =,

v
17 factores

c) v: =
d) t* =
e) 1 =
—
f) am =
g) (y—1)* =

Base

FExponente
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En general se da la siguiente definicién:

Si a es un numeroc racional y n es un numero natural ma-
yor que 1, entonces

av=a-a a-...-a
e

n factores

Por la forma en que se definié a es necesario suponer que el ex-
ponente n es mayor que 1, pues n es el namero de factores. Por lo
tanto, expresiones como a' y a° no quedan incluidas en la definicién
anterior.

Sin embargo, mas adelante se vera que es conveniente definir g
y a° de la siguiente manera:

DEFINICION. Si a es un nimero racional, definimos

at=a
Yy st a=~= 0 definimos también
a*= 1.
Asi, por ejemplo,
25 = 25 (—8) = -8 (__i__)" ~1
3N 1 000
(5) =4 (est=1 2 =1 (sl x=£0)

(Girado de un pelinomio
En un polinomio como por ejemplo
3x* — 2x*+ 3x — B

se dice que el grado del término 3x® es 5, el grado de —2x% es 3, el
de 3xes 1 yelde —5es 0.

Y se dice también que el grado del polinomio es 5, es decir, es el
mdximo de los grados de sus términos.

¥iercicio 10, En cada uno de los siguientes polinomios indique

el grado de cada término y el grado del polinomio,
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a) 3y — 2y — Ty + 1 &)y — ¥
b) 2a¢* — 7a" 4- 2a £)) 1+x+x+ %
c) 9x — 9 gy 7
d) x h) y» — 1

Para manejar los polinomios mas comodamente es conveniente
escribirlos a veces de tal manera que el primer término sea el de
mayor grado, el segundo, el de grado inmediato menor y asi sucesi-
vamente. Por ejemplo, el polinomio en x

—x* 4 2 — 16x + Ox* + 1
conviene a veces escribirlo asi:
9x* -+ 2% — %% — 15x + 1.
También puede resultar conveniente escribirlo en “orden” inverso:
1 — 15x — 2%+ 2x% -+ 9p1,

Ejercicio 11.  Escriba los siguientes polinomios de tal manera
que los grados de sus términos vayan de mayor a menor.

a) 15x + 16 + 23x* + 4x°

b) 8a — 9b* — 24 + 3b*

c) 6y — 12y + 9 — 4y

d) —3a — 1 + 3a*+ a*

e) 4 — 4x + x*

£) 12a + a* + 36

g) F—5¢ + & — 12

h) —o* + 17x + 16x* + 9

i) —15p% — 19p* + 36p* — 18

Valor numérico

Sea x* — Tx + 12 un polinomio. 8i x toma un cierto valor, por
ejemplc 5, para saber qué nimero representa el polinomio sustitui-
mos la variable por €l 5. Tisto es,

X —Tx+12=5"—T7(5)+ 12 =95 — 35 + 12 = 2;

asf vemos que el polinomio representa al nimero 2 cuando la x re-
presenta al 5,
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Si en el mismo polinomio sustituimos 1a x por el nimero —2
ESto es, si x = —4, entonces i

2 —Tx+12=(-4)"—7(—4) + 12 =16 + 28 | 12 - 56
y el polimonio representa al nimero 56.
Si x = 3, entonces
X —=Tx+ 12 =3 - T7(3)+12=9 —-921 + 12 - @
v el polinomio representa al cero. Esto es,
¥ —Tx + 12 =0 cuando x = 3,

Ejercicio 12, Calcule el numero que representa cada polinomio
para los valores propuestos. '

a) b)
x | oxt— Qx4+ 1 x 3 —5
0 0
] -3
1 3
2 5
9 5
¢) d)
¥y | —4y+ 3 t | &+ 8t + 15
0 0
B -3
— 3
3
7 -5
1 =
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e) £)
—x s B a az — 6a + 9
0 0
o 1
—9 ' =3
4 3
4 | =3

LEVES DE LOS EXPONENTES
En esta seccién veremos tres propiedades a las que a veces s€ les
da el nombre de leyes de los exponentes.
2] 1 tane dp Botontics
Frogucios Qo g enoclas
Empecemos con la siguiente pregunta: (Se podra expresar el
producto 5%-5* como una potencia de 57
Es facil ver que si. En efecto, por definicién de potencia sabe-
mos que

5 =25-56 (2 factores)
5*=5:-5-5-5. (4 factores)

Por lo tanto,
5. 51 = 5.5.5-5-5-5 = 5%
— —
9 fact. 4 fact,
L _

o
6 factores

il

Veamos otros ejemplos.

XX =X XX - XX =0 = X

\__Y_) Hf—)
3 fact. 2 fact.
y ot

-
3 4 2 = b factores

FOLINODMIOS

111
De la misma manera tenemos que
yas.yli':y.y-'.y . y.y_'_y__—_y:is-t-l?_—_ybs-
LY - J \ — J
38 fact. 17 fact.
| ST J
™~
38 + 17 factores
Hjercicio 13. Como se hizo en los tres ejemplos anteriores ex-
prese cada producto de potencias como una potencia,
a) 776 e) bbb
b) a*-a® f) 5%-5%- 54
€) axSopd g) a*-a*-ag>s
d) 6= 67 h) (e+b)(a+ b)*

En los ejemplos y en el ejercicio anterior podemos observar que

€l exponente del producto es la suma de los exponentes de los fac-
tores, Es decir,

Si a es un nimero racional y m y n son nidmeros natura-
les, enionces

am.aﬂ:aﬂ‘u—h

Como en los ejemplos, es ficil ver que esto es asi:

ar-a*=a-a...a . a‘a...a= gm
m factores n factores
LY ~ J

m -+ n tfactores

Gjercicio 14. Utilice la propiedad anterior para simplifi
J simplific
expresiones siguientes. ? ? ol

a) X% g0 = XM= g1 £) 172172 172 =
‘b) am-a:al"-a‘:al“*‘:a" g) pr.psz

h) 2°-22:97 =

d) x*7-x%= i) a®-q =

c) at- g =g

e) zo.z7 = j) @-a=
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Potencia de una potencia

Consideremos la expresion (4%), es decir, el cubo de 4 al cuadra-
do. Tenemos que
(4;; R L i S drree = 4 = 47,
.
3 factores
(El hecho de que 4* - 4° - 4* = 4% se sigue de la propiedad que
demostramos en el parrafo anterior.)
Veamos otros ejemplos parecidos.

12 sumandos
r__.k_

(xg)]_g = xTex ... x = TR AT = pTlE = xhe
o
12 factores

En general,

Si a es un nimero racional y m y m son NUMeETss naturales, en-
tonces

(am)n = ammt,

En efecto, como en los ejemplos anteriores, tenemos que

n sumandos

—
(a®)* = a2 am...a" =@riean= e,
\-—ﬂv—'—'J
n veces

Biereicio 15, Use la propiedad (a®)" = @™ para simplificar las
siguientes potencias.

a) {2%)° £) (7%)"
b) (b?)* g) (a*)"
¢) (a2)* h) (a*)?
d) (g) i) ((a+ b))?

e) (m®)* 1) ((x+y))"

PO LLNONIOS 3
11

» - i

Potencia de un producto

Otra propiedad de los exponentes ilust igui
-] po se ilustra en los siguientes

(4a)* = (4a)(4a)(4a) = (4-4-4)(a-a-a) = 4*a*,
O sea,
(4a)® = 43,

(3a ) tf&)-(Sa)...(Sa) = (8:3...83) (a'a...a)= 3g%,
= \.___Y.__._....Jk._._\,_/

20 factores 20 factores 20 factores
esto es,
(3‘1)2“ = 32020
En general,
(ab)* = (ab)(ab)...(ab) = (a-a...a)(b-b...b) = ab"
L. . - J \. - S V_"__J
n factores 'n factores n factores

Si a y b son nimeros tacionales y n es un mibmero natu-
ral, entonces

(gb)* = arb».

Ejercicio 14, Use la propiedad (ab)" = a*bn itui
potencia por un producto I:ie I;::.totencig. : by ot w

a) (2x)* = £) (rst)™ =

b) (—4m)* = g) (—2x°)* =

c) (ab)t = ! h) [2(x + y)]t =

d) [(a + b)z]* = ) (x—y)(x+y)P="

e) (8xy)z = 1) [(2x 4+ 1)(2x — DI

Cocienle de potencias
Consideremos ahora expresiones como las siguientes:

x5 oo bz.-.
x* x a b
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Veremos ahora que estos cocientes se pueden expresar Como una sim-
ple potencia. Empecemos con ejemplos,

Ejemplo.
7= . - .
a) = 7¢ porque 7¢-7* = T7°
Fon i
b) ~ 2 = (—6)" porque (—6)°(—6)* = (—6)"
(—6)°
¢y 22° _ 950 porque (2.5)(2.5%) = 2.5"
2.5°

a’ 4 i
d) F= a° porque @' - a* = a'.

Ejercicio 17. Tal como se hizo en el ejemplo, efectie usted las
siguientes divisiones, (Las letras representan ntmeros diferentes de
Cero, )

) &3 orque
a) & = POXQ
Gy (184)" orque
) (13.4) et
(—14.5)* .
Ay 2 = orgue
) (=1a5y E
nl(l
g) — = porgue
nﬁ
,—30
f) o porque
72 !
Y= porque

Si analiza usted con cuidado los resultados de las divisiones an-
teriores se dara cuenta que en todas ellas el cociente se puede obfe-
ner aplicando la siguiente regla:

POLINOMTIOS 115

Si a es un nidmero distinto de cero, entonces

Q@
an

— i
— an n

La demostracion es facil. En efecto,

% = porque am—na;a g oA = g,
Ejemplo,
a) ;? T
(a —b)

b et — =

) (a—b)? (& - b)

(—32)
¢ i 2 = Bt =

) (—3.2‘)3 ( 3.2)

Ejercicio 18. Aplique la regla anterior y exprese cada cociente
en notacion exponencial. (Las letras representan numeros distintos
de cero.)

03 0 G-
by =

c) %)(32)'_ = h) ; =

0 {20 m— 0 510
0 E- ) m

Exponentes enteros”

En el parrafo anterior hemos visto que si a es un nimero racio-
nal distinto de cero y m, » son néimeros naturales, entonces

¥ La omisién de este parrafo mo afects para nada el resto del curso.
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am

= gmnn

en el caso que m > n.

Pero si, como hemos convenido, ¢" = 1, la férmula anterior vale
también para m = n. En efecto, por un lado tenemos que

y por otro lado,
arm=gq" =1,
Por 1o tanto una vez aceptada la definicién @' = 1 vemos que la férmu-

¥l

la e = g* vale también en el caso en que m = n.

m
JQué ocurre con expresiones del tipo - cuando m < n? Vea-
mos varios ejemplos.
Ejempio.

2

a) En la expresion -xT, 2 « 5 por lo que estd en el caso que que-
X

remos examinar, Tenernos gue

o 1w 1o 1,1
x° x® - x*® x* X x* X3
Es decir,
2 i
x*  xt
b) En forma aniloga,
a® 1a® 1 & 1 1
e e da @ Tw
es decir,
at 1
a a
c)
TSR0 L (O N K
a’ a-a® a a a a
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Veremos ahora que el uso de exponentes negativos permite aplicar

m

a
la regla = a”™ aun en €l caso en que m < n. En efecto, si de-
finimos
1
=l = —
xB

Vermos que

— == x‘3 == xz—-'s_
xE

En el caso b) del ejemplo, si adoptamos la notacion

, 1
= = T
a
vemos qgue
a:‘}
=t = g
as
) . 1
En el caso ¢), si aceptamos la notacién ¢! = = vemos que
q
a
at
—_ =gl = g8+
'ﬂ'{

Es decir, en los tres ejemplos podemos observar que si adoptamos la
s 1 . an
notacién a™ = = podemos aplicar la regla —a = @"" aun cuan-
do m < n.
Por esto se acepta la siguiente definicion:

DEFINICION. Si a es un numero racional distinto de
cero y n un numero natural, entonces

Por ejemplo,

1 1
5= =, == -3 =
T 3 3 @ % 10
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1 o

Al aceptar esta notacion resulta.que la regla % = a" es vali-
da no solo en los casos m >mn y m = m, sino también en el caso
m < mn, es decir, vale para m y n enteros arbitrarios.

Pero resulta que, al adoptar la notacion a™ = —al-,,

no sélo vale
la regla que acabamos de mencionar, sino que también valen las
dem4s reglas de los exponentes que se han estudiado para el caso
de exponentes positivos. En efecto, se puede demostrar, aunque
aqui no lo haremos, que:

Si a y b son numeros racionales distintos de cero y m y m son
niumeros enteros cualesquiera, entonces

amwl = grn (am )11 = gt
(ab)n = H“b" i% = ghn
?

Hjercicio 19.  Aplique las propiedades anteriores a las expresio-
nes que se dan.

a) abyt=atb b) 10~ = — = 0.0001
- 10°

c) d‘“ — gty = =g ) gt = @ = gd= 1

e) (ab)”" = £) qra =

g) (107)* = h) (a*)* =

4. OPERACIONES CON POLINOMIOS

En lo que sigue estudiaremos algunas operaciones entre polino-
niios, Conviene recordar que los polinomios representan ndimeros,
asi que la suma, producto, etc., de polinomios serd la suma, el pro-
ducto, etc., de los niimeros que éstos representan. Por consiguiente
es posible utilizar todas las propiedades que hemos estudiado. acerca
de las operaciones entre nimeros.

Recordemos algunas de éstas.

Propiedad conmutativa (de la adicion v de la multiplicacién). Stay b
son nimeros racionales, entonces

e + b=0b+ d| y |ab =bal]

FOLINOM Q.85
: i M 108 115

Propiedad asociativa (de la adicion y de la multiplicacién ).
Si a, by c son numeros racionales, entonces
(a +b)+c=a+ (b + ¢)| y [(ab)e = a(ke).

(Recordemos aqui que, gracias a esta propiedad, podemos escribir
sumas y productos de tres o mas nimeros omitiendo los paréntesis,
como, por ejemplo, 1 + 7 + 3 + 10, 12 X5 X 9X 4 X 10.)

Existencia de elemento neutre(aditivo y multiplicativo).
Para la adicion, 0 es el elemento neutro; es decir, se tiene que

para todo nitmero racional a.

Andlogamente, 1 es el elemento neutro para la multiplicacicn;
es decir, para cualquier nimero racional a se tiene que

“ropiedad distributiva (de la multiplicacién con respecto a la
adicién ).

Si a, b y ¢ son numeros racionales, entonces
a(b+e¢)=ab + ac

(Recuerde usted que a(b + ¢), segun la convencién del uso de
paréntesis, significa el producto de a por el niimero b + ¢. Por
ejemplo, 2(5 + 7) = 2 X 12 = 24, lo cual es distinto, en general, de
ab + ¢; para el caso anterior tendriamos 2 X 5 + 7 = 10 + 7 = 17.)

Debido a la propiedad conmutativa, las propiedades anteriores
permiten afirmar que si a, b y ¢ son nimeros racionales, entonces

| (a + b)c = ac + be.]

Existencia de inversos (aditivo y multiplicativo)

Para todo nitmero racional a exisie un ndmero racional (que se

denota —a) tal que
| a+(-a)=0

(—a se llama el inverso aditivo de a.)
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Si 4 es un racional distinto de 0, existe un racional (que se deno-

ta 1) tal que
7 qu

Bl

a —= 1.

' :
(E se llama el inverso multiplicativo de a.)

Adicidén de pelinomios )

La adicién de polinomios es una operacion que se efectia muy
facilmente. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo,

a) Para sumar los monomios 4x* y 8x* podemos proceder asi:

4x* + 8x" = (4 + 8)x*  (por la propiedad distributiva )

= 12x%.
b) Para sumar 1os monomios del mismo grado
6y —4y 3y
podemos aplicar la propiedad distributiva:

6y + (—4y) + 3y =6y + (—4)y + 3y
= [6 + (—4) + 3]y = 5y.

c)xtx=1x+1-x=(1+1)x=2x
d) x4+ 2x =12+ 2x= (1 4+ 2)x = 3x
Ejemplo.
a) Para sumar los polinomios
Sx*+2x+1 y 3x+5
podemos proceder como sigue:
(a2 +2x 4+ 1) + (3x + 5)=5x* + (2x + 3x) + (1 + 5)=
o + (2 4+ 3)x + 6 =5x* + Bx + 6.
Observe que en el primer paso usamos la propiedad con-
mutativa y asociativa y en el segundo, la distributiva.

b) Para sumar los polinomios
—3x* 4+ 2c— 1y —3x+ 4
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podernos proceder come sigue:

(3% +2x — 1) + (—8x +4) = — 3x* + (2x — 3x)
+ (—1+4) =—3x*+(2—3)x+3
= —3xt —x + 3,

¢) Para sumar los polinomios
dx* —x +2 vy —oxf + 2x — 6
podemuos proceder asi:
(4x* — % +2) + (=5x* + 2x — 6) =
(42 — 5x?) + (—x 4+ 2x) + (2 —6) =
(A-5)4 (=1 +2)x+(~4)=(—1)x*+(1)x—4 =
—af + x—4,
Seguramente usted ya observo que al sumar dos polinomios, la
suma que se obilienc también es un polinomio.
Ejercicio 20,  Procedicnde como en el ejemplo anterior, efectie
las siguientes adiciones de polinomios.
a) (2x* -+ Gx* — 7) + (4a® — 2x* + 3)
b) (=56 —a-+9) + (-3a* + 4a — 12)
¢) (2x* + 8x +1) + (6x* + 2x + 4)
d) (8¢ + ¢ +4) + (2a¢ + 6)
e) (8x* —5) + (3x* + 5)
f) (9a* — 2a — 6) + (5a* + 8a)
g) (m* — 2m + 1) + (3m* + S5m —2)
h) (6x — 13 + 4x*) + (8 — 9a* + 4x)
i) (4b — 4) + (2b — 3¢ - 4)
D (e ay g2 ) + (2 oay - )
k) (4x* + 2x +8) + (7x* + 4x + 8)
1) (622 +8z+ 1) + (82 + 10z + 7)
m) (3x* —5x 4+ 1) + (2x* + 3x — 5)
n) (& — Tx&) 4 (3x* =)
0) (3a"+a' + a* +5) + (@ + ba* + 10)
p) (T +y —y +y)+ (5y+ 2y — 3y + 12)

Sustraceidn de polinomios

En el estudio de esta operacién con polinomios vamos a aplicar
nuestros conocimientos sobre la sustraccidén de numeros racionales.



122 MATEMATICAS — SEGUNDO CURSO

Recuerde que la diferencia entre dos nimeros se encuentra sumando
el minuendo con el inverso aditivo del sustraendo- esto es,

F == )

Asi que para restar dos polinomios el problema que primero de-
bemos resolver es: dado un polinomio, encontrar su inverso aditivo.

Esto es muy fécil:

Bjemplo. Dado el polinomio 5a* — 7a + 9 su inverso aditivo es,

—ba*+ Ta- 9
porque,
(52> — 7Ta + 9) + (—5a* +7a —9) =0

Lo que puede observarse en estos dos polinomios ocurre en ge-
neral. Esto es, el inverso aditivo de un polinomio es el polinomic
que se obtiene al sustituir cada coeficiente del polinomio dado, por

su inverso aditive,
De manera que, si deseamos encontrar la diferencia de dos poli-
nomios, podemos proceder como en los siguientes ejemplos,

Ejemple 1. (8z2 — 5z + 4) — (102 — 12z + 9) =
= (822 —5z+4) + (—102> + 12z — 9) =
= —2z* + 7z — b.
Bjercicic 21, Compruebe que esta diferencia sumada con el sus-

traendo da como resultado el minuendo.
Ejemplo 2. (—3.4x% + 2x* — 6) — (4.6x* — x* + 5x — 6)=
= (—34x° + 2x* — 6) + (—4.6x* +x* — 5% + 6) =
= —8x® + 3x* — Sx.

Gjercicio 22, Tal como se hizo en los ejemplos anteriores, efec-
tte las sustracciones de polinomios que se indican. Compruebe sus
resultados.

a) Bz +4t—7) — (£ —2t—9) =

b) (4a® —Ba* + 6) — (a® + 2a* +4) =

c) Byt +4y*—5) — (P — 4y +2)=

d) (422 —2z+9) — (322 + 2z + 9) =

e) (x* —3x+2) — (2¢+3x +3) -

£) (o + 20y 4+ y7) — (3 — day — 2Y) =
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g) (a* — 3a*h + 2b°) — (2a*h — 4a* + 5b) =
h) (2 — 5t) — (48> — 4t + 3) =
i) (6a®* —8a+9) — (& —Ta+ 2¢° — 5)=
1) (Bx> —2x% + x —7) — (x° + 3x* — 2% — &% + 2) =
k) (3z° + 228 — 82+ 1) — (222 — 22— 3z +2) =
1) (—5y* + 7y* — 9y) — (—8y* + 12y — 4y + 6) =

Multiplicacién de polinomios

Para estudiar la multiplicacién de polinomios empezaremos con
el producto de monomios. En los siguientes ejemplos se muestra la
forma en que se pueden multiplicar monomios utilizando la propie-
igﬁt conmutativa, la propiedad asociativa y las leyes de los expo-
: ES, |

Ejemplo,

a) (7a)(2x) =720 - x = 1"
b) (3x*)(4x?) = 3 -4x%-x* = 12x°
¢) (=2%)(3x") = (=2)(3)x-a* = —6a*
d) (29°)(—4y") = (2)(—4)y* ¥ = -8y’
e) (—22)(-82) = (—2)(~3)z 2 = 62
Ejercicio 22, Procedie j .
tiie las siguientes multiplicr;.(i?ogggm PR A

a) a-2a® =

b) (—3x)2x=

c) (4z3)(2z2) =

d) (—2y*)(—4y°) =
e) (2ab)(3ab®) =

£) (By™)(5y*) =

g) (dxty*)(Txy™) =
h) (=5xy")(—dxiz) =
i) (3a%h)(—5a%b') =
i) (—8tty)(—6ty) =
k) (—=6a'h?)(—a'h’) =

'A?OI:"& que ya aprendimos a multiplicar monomios, nos resul-
tara facil multiplicar un monomio por un polinomio que teng;ﬁ dos

0 mas términos. Bastard con que apli '
) rmi ¢ quemos adecuadamente
piedad distributiva, = EIES

Veamos los siguientes ejemplos.
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fjemple.  Se quiere multiplicar 2a por b + 5.
9a(b +5) =2a-b + 2a-5 = 2ab + 10a
Observe que lo que hemos hecho es aplicar primero la propiedad

distributiva y efectuar después las multiplicaciones de monomios.
Podemos ilustrar esta multiplicacién en la siguiente forma:

Ut

<
b+ 5

El 4rea de este rectangulo se puede expresar como el producto
2a(b 4 5), o bien, como la suma de las dreas de los rectangulos de
color, (2a)(b) + (2a)(5).

Ejemplo,  Multipliquemos 3x* por 2x* + 4.

3x5(2x + 4) = 3x%(2x?) + 3x*(4) = 6x° + 12x°

Observe usted que lo que hemos hecho es aplicar primero la pro-
piedad distributiva y posteriormente efectuar las multiplicaciones de
los monomios.

Nustremos la multiplicacién, como en el ejemplo anterior, por
medio de un rectangulo.

\

b =

-
% + 4
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Iutl a?.rea de este rectangulo la podemos calcular de dos maneras:
multiplicande la altura por la base, 3x"(2x* + 4); o bien, sumando
las 4reas de los dos rectangulos coloreados, 3x*- 2x* + 3x% - 4,
Resolvamos ahora otras multiplicacim'le.s como las anteriores,

Fiemplo

a) Sa(4a* + 3a) = 5a(4a*) + 5a(3a) = 20a" + 15q*

b) —7y*(6y* — 4y — 5) = (=Ty*)6y* + (—Ty*)(—4y) +
(—7y*)(—5) = —42y* + 28y* + 35°

c) a*(a® — 3.5ab + 2b%) = a*- a* + a*(—3.5ab) + a*-2h*
= g* — 3.5a°b + 2a*h?

d) (% = 20y + y)(—2x%) = x2(—2) + (~2y)(—2x) +
y(—2x%) = —2x° + 4x'y — 2x%y*

I jEriedy

ACID &4

Efectie las siguientes multiplicaciones de polino-

mios.
a) 5a(2a + 3)
b) 3x(xy —5)

c) (2x — 7)5x

d) (x* — 2x + 3)(—3x?)
e) 2a(a* — 5a +4)

£) (x—y)x

g) —5m*(3m* —4m + 1)
h) (2x* — 3x + 4)(—x)
i) (a + b)a

i) x*y(2x® — 3xy® — )
k) 3y(4y +5)

1) ab(a* + b* + ¢)
m) (2m* — 6m)(—5m)
n) (xy + x)(x%y?)

0) (2x2 + 5x — 3)(—x)
pP) (—3y*+y —3)(—y)
q) (2m* +3m - 1)m

) Ot_ro problema que podemos resolver aplicando la propiedad dis-
tributiva es la multiplicacién de dos polinomios.
“iemple.  Si deseamos multiplicar el binomio (a + b) i
: 1T or el bi-
goﬁuo (¢ + d), podemos aplicar repetidamente la pmpiedsd distri-
utiva:

(a+b) (c+d)= (a+b)c+ (a+b) d
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Este proceso inicial lo podemos ilustrar asi:

r

a+ b-

N —

-

0=
B

g
c+d

En ¢l resultado obtenido volvemos a aplicar la propiedad distri-
butiva en cada uno de los sumandos.

Esta tltima parte del proceso la podemos ilustrar asi:

- ac ad
a+b
b{ be bd
\ @ J\_______Y.__————J
c d
L Y S— —
c+d

En resumen,

+b + =(a+ b)c+ (a+ =ac + bc + ad + bd
e A

\__Y_..—)

Fjemplo. Si deseamos multiplicar el binomio (3x + 6) por el
binomio 2x + £, se puede aplicar la propiedad distributiva como

antes

(3x + 6)| (2x + t) = [(Bx + 8)| 2x + | (3= + 6) ¢

= e it
""—_"'_ et ——— _-___" A =T

i
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Este proceso inicial lo podemos ilustrar asi:

~

3x+ 6 4

Y Y
t

2x

N
2% + ¢t
En el resultado obtenido volvemos a aplicar la propi istri
} opiedad -
butiva en cada uno de los sumandos P SR

(3x +6)2x| + [(3x + 6)t| = [8%-2x + 6-2x] + |3x-t+6-¢

Esta tltima parte del proceso la podemos ilustrar asi:

-
3x 3x-2x 3x -t
3x + 6 <
6 { 6-2x- 6-t
A Vv g v J
L' 2‘” t -
2x +t

Desde luego, se puede simplificar la tltima expresion y escribir

3x-2x +6-2x+ 3x-t + 6t = 6x2 + 12x + 3xt + 6t

En resumen,
G R Y-

(3% +6)(2x + ) = (3x 5
‘——Y.._J
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=3x-2x+6-2x+3x:t+6-t=
= 6x* + 12x + 3xt + 6t

Ejemplo. Si deseamos multiplicar el binomio (x -+ 3) por el bi-
nomic (x + 7), se puede distribuir

Este proceso inicial lo podemos ilustrar asi:

.

x + 3«

A, - PN p

<
ﬂ

3
x +7

En el resultado obtenido volvemos a aplicar la propiedad distri-
butiva en cada uno de los sumandos

[(x+3)| + [(x+3)7 =[x+ 8x|+|x-7+3-7

Esta Gltima parte del proceso la podemos ilustrar asi:

x XX Tx
x+37
3{ 3x 3-7
e y PN v— )
x 7
N ~ J
x+7

"
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Si se simplifica la Ultima expresion se puede escribir,
Xxx+3x+x-T7+H3-T=0"+3x+7x+21 =
=x* 4+ 10x + 21
En resumen,
(x+3)(x+T7)m(x+3)x+(x+3)T=xa2+3w+Tx+3:7
=x? + 10x + 21.
Wjercicio 25, Efectie las siguientes multiplicaciones,
a) (2p+ 5)(3y +2) b) (5x— 3)(x + 3)
¢) (2t —5)(3t—8) d) (2a + 3)(3a + 6)
e) (x +4)(x—4) £ (g —5)(y* +8)
g) (x +6)(x+6) h) (y—17)*
i) (¢4 9)(¢+— 10) j) (2x -+ 3)(3x* + 8)
k) (2x* + 5)2 ) (x+8)(x—5)
m) (2y* — 6)(2° + 6) n) (a-+ b)?
0) (a—b)* p) (x+y)(x—y)
Asi como hemos efectuado la multiplicacion de binomios, pode-

mos también multiplicar polinomios que consten de mas términos.
Analicemos los siguientes ejemplos.

Eiomnpls

+ bB)(ec +d + €) =(a+b)e+ (a+b)d+ (a + b)e=
= ac + bc + ad + bd + age + be
b) (2% + 6)(3xt + B5x +4) = (2x +6)3x* + (2x + 6)5x +

+(2x + 6)4 =

= 2% -3x% +6-3x* +2x-5x +6 9%+

+ 224 +6-4=

= 6x° + 18x% + 10x* + 30x + Bx+24=

a) (a

= 6x* + 28x* + 38x + 24.
a) (5x — 3)(6af — 9x + 8) = (5x — 3)6x* + (5x — 3)(—9x)
+(5x—3)8=
= 5x-6x* + (—3)6x* + Sx(.-—gx')_“i"
+(—3)(—9%) +5x-8 + (—3)8=
= 30x° + (—18x*) + (—45%%) +
+97x + 40x + (—24) =
= 30x° — 63x* + 67x — 24.
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Eiercicio 26. Flectie las siguientes multiplicaciones utilizando
la propiedad distributiva.

a) (2x — 3y)(4x* + bx — y*)

b) (3x + 4)(2x%* — 4x — 1)

¢) (x—y)(x* +xy ! y)

d) (a+ b)(a*+ 2ab + b*)

e) (22 —5x + 3)(x2 + 2)

£) (v + 3y + 5)(—3y + 4)

g) (x* —2xy + y*)(x — ¥)

h) (2x + 3)

1) (a* + 2ab* + 4b")(a — 2b*)

i) (3x -+ y*) (9% — 3ay* + y*)

k) (x4 oy + y*)(x* + %)

1) (a+ 3)(3a*+ 5a* + 2a + 9)

m) (a— b)(a*+ ab + b*)

n) (a+ b)3

0) (a¢*—a+1)(a+1)

p) (a* + 8x* +Tx+ 9)(x? + 3x + 5)

q) (3a* + 2a* + 5a* + 3a + 2)(7a* + 9a — 3)
r) (5a® — T7a® — 3a® + 2a + 1)(a®* — 2a + 1)

A veces, al multiplicar polinomios se acostumbra

usar un esquema como el siguiente, andlogo al de la multiplicaciéon
de numeros expresados en forma decimal.

Observacion.

Para multiplicar a* + 2ab + b* por (a + b) podemos
utilizar el siguiente esquema.

Fiemplo,

a® + 2ab + b?
a+b
at + 2a°b + ab?
a*b + 2ab® + b?
a® + 3a’b + 3ab?® + b

fjemplo,  Para multiplicar el polinomio 5x* + 3x® 4 2x* + 7x +
7 por 8x* + 5x + 1 podemos proceder asi:

T e T ——

- — sl |
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Sxt+ 3¢+ 22+ Tx+ 7
8x2 4+ bx+1
40x° + 24x® + 16x* + 56x° + 56x°
25x% + 15x* + 10x® + 35x* + 35x
5xt + 3x*+ 2%+ Tx=+7
40x° + 49x° + 36x* + 69x® + 93x® + 42x + 7

fjercicia 27 Vuelva a hacer las 5 multiplicaciones primeras del
ejercicio anterior utilizando el esquema ilustrado en los ejemplos an-
teriores.

bttt o WO | TR, TN
Yiaiurl ¢ FHOLITIONII0S

En 1a segunda unidad de este curso demostramos la propiedad
siguiente:

Si k, a y b son nimeros racionales con k=0 y b=£0,
entonces
ka a
kb b
Esta es muy util para simplificar algunas expresiones algebraicas.
Por ejemplo si a, b, ¢ y d denotan ntimeros racionales (con a, b y d
distintos de cero), tenemos que

abc ¢

abd d

Y decimos que hemos simplificado la fraccién algebraica “tachando”™
factores comunes (distintos de cero) del numerador y del denomi-
nador. Escribimos

dpc ¢

Apd  d
En el ejemplo que sigue ilustraremos este proceso, pero antes
convengamos en lo siguiente:

“Nota.  En todo lo que sigue, aun cuando no se mencione expli-

citamente, convendremos en que todas las expresiones que flguran
en los denominadores denotan ndmeros racionales distintos de cero.

Ejemplo

fe ¢ a) 15xtyz2 3 X $.‘bq}izg o .33‘:2.’:_
s s 20xy?z  AX Pyt 4

a)
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a'b dalf a CAt 7!}( 3p'x  3x
P SoE = fopar =0k e)_——_“_—__—‘____?.—
atb»  a’bb b 14x 7 X 29°
x  dF 1 £ (g4+b)(c+d) _c+d
VA 3 (a+b)(c+d) c¢+d&

Fiercicio 28 Procediendo como en el ejemplo anterior simplifi-
que las siguientes expresiones algebraicas:

L Xy abc- x . X
a) — b) —/— ) g d) =
e a® a al
n & = h) —
) f) = g) e 1) 5
abc .. abc ab’ 9rs
= k 1
£ ach 1 ab’c ) a’b’ ) 3r?
a:ru_-'l bﬂ.yg bﬂ )
m) - ) T 0) e P) ==
) 28xry* 25(a + b) $) (2x +3y)(x +y) _
Ty + 2) (a+ by (x + y) (3x + 24)
Qx + B

—_— = —? Para comprobar su contesta-
2x + 7 7 P

cién encuentre el valor de la expresién del miembro izquierdo para

¢Es correcto escribir

x = 3 y compérelo con ;

Ghservaciéon impertante. ES muy frecuente que, una VeZ acos-
tumbrados a tachar factores comunes del numerador y del denomi-
nador de las fracciones algebraicas, se cometa el grave error de ta-
char también sumandos comunes del numerador y del denominador.
Asi, 2 menudo vemos errores como el siguiente:

Esto no es correcto, como lo podemos ver en ejemplos:

3+4+5 12

5
3+r4+6 1376
1+1+7 _9 1

6

=5

[#5]

+

-1

= =l
| D =3 W1

1+6+7 14
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Por o tanto, debe usted tener muy presente que podemos tachar
factores comunes, pero ne sumandos comunes,

La simplificacién de fracciones nos es dtil para efectuar algunas
divisiones de polinomios.

Empecemos con el caso en que tanto el dividendo como el divi-
SOr s€an monomios.

Ejemplo,

a) Para dividir el monomio 15¢° entre Sa podemos proceder co-
mo sigue:
1508  3-Frat- g 3a
5a 1-8-@ 1
Vemos asi que; a veces, al dividir un monomio entre oiro monomio
obtenemos un monomio.

b) —30x* _ (—5)Bx"  —bx _

= 3a*

B I - B 1 o

18y* —2)(—9

) y:( )(_)yy‘z__y,
—9y 1(—9)y

Podemos también proceder asi:
B4t" 54

d) ——=—— =g =

) 6t¢ 6 t W =

(Agui hemos usado una de las leyes de los exponentes. )

—24b° —24 b*
e —— S AT, T -2 — 4
= ] 4b ab

Ejercicio 20. Procediendo como en el ejemplo anterior efectie

las siguientes divisiones de monomios.

12m* —~ 158"
R b) —5 =
. =45t —8a6
c) o d) e
—28ax® £) 75x%y°

—Tax’ —%Bxyr
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48x*y*z h) Lire
12xy = 1%z
—33a’h* .. —63phriz
e V—3557 =

Veremos ahora que, a veces, al dividir un polinomio entre un
monomio se obtiene un polinomio. Para ello recordemos que
a+b _a b
_l_

€ c c
Ijemplao,

40a* + 15a* 40a*  15a’

a) + = 8a* -+ 3a
S5a® ou® Sa*
. 9x% + 3x* 4+ Bx* Hx*  Jx* Bx? ,
b) _ =_ 4 + = 3x' + x + 2,
3x* 3x? 3x* 3x*
ljeveicio 30 procediendo como en el ejemplo anterior ejecute

las siguientes divisiones.

8a* — 2a*
2a

a)
15x* — 20x" + 40x*

b =
) — 5t

10t + 6t — 8t

¢) BT

d) —10m* + 30m* — 16m =

—5m

Sy' —y* 3y _
~Y
a* — 3a*b + 3ab* + ab* _
a

e)

£)

| 18 — 540 + 36ab
& 18ab? a3

h)

i)

J

—12x1y" + 48x7yS — 12x%y

—12x°y*

—20x°y® + 60x*y® — 100x*y*

—20x%°

0 281%x* + H66°x* — T0Lx®

Tto®
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Renato Descarfes (1596-1650). Matemiatico v filésofo francés. Sent6 las bases
de la Geometrfa Analitica, cuyos métedos se utilizan en este capitulo.

CUARTA UNIDAD

FUNCIONES

OBJETIVOS PARTICULARES

Al terminar el estudio de esta unidad, el alumno:

1. Utilizara correctamente el plano cartesiano para irazar graficas
de algunas férmulas, a partir de su tabulacion.

il. Interpretard como funciones algunas expresiones algebraicas.
ill. Trazar4, en el plano cartesiano, grificas de funciones lineales.
IV Aplicard el concepto de funcién lineal al analizar situaciones
de variacién directamente proporcicnal.
EL PLANO CARTESIANO

El ajedrez es un juego muy interesante. Seguramente usted sabe
jugarlo o, al menos, lo ha visto jugar. En el dibujo mosiramos un
tablero y algunas piezas del ajedrez.

Cuando se ilustra algo relativo al ajedrez, si se quiere determinar
la posicién de una pieza se puede marcar el tablero con letras ¥
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nameros como aparece en el dibujo: A cada columna se le asocia
una letra y a cada renglén un namero. De esta manera podemos
localizar cualquier casilla del tablero; por ejemplo, en el tablero dibu-
jado vemos que el pedn negro estd situado en la casilla f, 5. JQué
casilla ocupa el peén blanco?

Ejercicio 1. Diga qué casilla ocupa en el dibu,]o cada una de las
sigui_entes pie:zas, tal como se hace en el ejemplo.

Caballo negro Casilla c. 3 Cabalio blanco

Torre negra Torre blanca
Rey negro Rey blanco
Alfi] negro Alfil blanco

En Geograffa es muy importante saber localizar puntos en un
mapa. Como usted recordard, en estos casos se emplean dos coor-
denadas, la latitud y la longitud. Para cada punto estas dos coorde-
nadas son dos ndmeros; por ejemplo, en el mapa adjunto de Baja
California, el punto A tiene las coordenadas 26° latitud norte, 112°
Jongitud oeste. La Bahia de Magdalena esté situada, aproximadamen-
te, en 25° latitud norte, 112° longitud oeste.

e ! Indique las coorde-
nadas de los siguientes puntos en el
mapa.

Rosario .

San Felipe )
Mexicali q
Querétaro ;
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Si nuestro problema consiste en localizar puntos de un plano cual-
quiera, lo resolvemos de una manera semejante. Asi lo hizo Renato
Descartes, matematico del siglo xvI, que sistematizé el método para
localizar puntos en un plano por medio de la recta numérica. El
procedimiento es el siguiente:

Consideramos dos rectas numéricas en el plano, perpendiculares
entre s, de tal manera que se intersequen en el punto cero, tal como
se ilustra.

“w .
5 6
o
=]
,E:
5 5
a
(Gt 4
)
=}
_;g; I3_.
=
2
Eje de las abscisas
g -5 —a4 -3 -2 -1 o 1 2 @3 @ 5 6

Es usual elegir la misma unidad de medida en las dos rectas.
Sin embargo, en algunos casos conviene utilizar unidades de medi-
da diferentes para las dos rectas.

Distinguimos las dos rectas llamando a una eje de las abscisas
y a la owra eje de las ordenadas. Se acostumbra nombrar estos ejes
como se hace en la ilustracién anterior.
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Ahora bien, cada punto del plano se nombra con una pareja de
numeros, como se ilustra a continuacién con el punto A.

o

s

g =5 =4 8 2 =% il e e R

]

Més precisamente, al punto A le asociamos la pareja (3, 2) que
se obtiene como sigue:

Trazamos una perpendicular al eje de las abscisas, que pase por
A. Como vemos, esta perpendicular interseca al eje en el punto 3. A
este nimero lo lamamaos la abscisa del punto A y lo tomamos como
primer elemento de la pareja.

Para obtener el segundo nimero de la pareja, hacemos pasar por
el punto A una perpendicular al eje de las ordenadas. El punto de
interseccién de esta perpendicular con el eje, indica cuél es la orde-
nada del punto A. En este caso es el namero 2.

De este modo sabemos que €]l punto A se nombra con la pareja
(3, 2). lo cual se indica simbélicamente de la siguiente manera:

A=(3,2)

Y ahora podemos hablar indistintamente del punto A o del pun-
to (3, 2),
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A la abscisa y a la ordenada de un punto del plano se les llama
las coordenadas de ese punto.

Sjercicio 4. Encuentre las coordenadas de los puntos que se
ilustran en el dlbU]O de abajo (use regla y escuadrd)

g s -

t i i I
L 1 1 T || l T
. i I 1 I i
ERam e bt rr» E B et
HerH HiE vy
i T
REERRRRE 2"~ e
Secie oo
v E:;
T Tl
FESSSERIfhe: HRe
AHaAsaacE SHAN nan
oot o L::-t‘—l

F

a) A =¢(
b) B =(
c) C =(
d) D =(
e) E =( :
BHE={ ,

(

(

=4

=(

i
Il

S
|
e e T e e e S Ry

N RO WO Z e~ x
|

il

g)Gi=

o
- OO

El

~®w Haw o8B Lo

‘-—uhqu:
I

Ty

? 3

Dos rectas numéricas en el plano, como las descritas anterior-
mente, reciben el nombre de sistema de coordenadas del plano, y
al plano con un sistema de cooordenadas se le llama plano cartesiano.

En el plano cartesiano también podemos localizar un punto si
conocemos-sus coordenadas. Por ejemplo, jcual es el punto B cuyas
coordenadas son (—2, 3)? Dicho punte es la interseccién de dos
perpendiculares: la que interseca al eje de las abscisas en el punto
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—92 y la que interseca al eje de las ordenadas en el punto 3. Observe
usted la ilustracion,

B=(-2 3)

-8 -7 —8 -5 —4 —3 —1 i 2 3 4 B 6 9

are . Trace un sisterna cartesiano de coordenadas y lo-
calice los siguientes puntos. (Tome como unidad el centimetro. )

a) A=(-7,8) h)H=(-27,7) o) 0=(7, —8)

b) B=(75,9) iy I =(=1,-7) p) P=(-1,-1)
c) C=(28, —28) )] =(—-451) q) Q=(-45 4)
d) D= (2, 3) k) K=(5,7) r) R=(-15, 23)
e) E=(-753) 1)L =(7,15) s) § = (5, 5)

£) F=(-87,7) m) M= (1, -25) t) T= (65 —6)
g) G=(2, —63) n) N=(—4, —4)

De igual manera que en el ejercicio anterior, trace
un plano cartesiano y sefale los siguientes puntos.

a) A= (1, 0) d) D'=(0, —6) g) G= (0, —3.8)
b) B = (0, 4) e) E=(45,0) h) H=(-3.1,0)
¢) € =(-5,0) £) F = (0, .5) i)y I = (0, 0)
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Al punto (0, 0) se le acostumbra llamar origen de coordenadas.
ieio 0. Analice cada situacién y haga lo que se indica.

a) El punto M tiene por coordenadas (7, 4).
(Cudl es la distancia de M al eje de las abscisas?
¢Cual es la distancia del punto al eje de.las ordenadas?

b) En este cuadrado el punto A tiene coordenadas (5, 0). (Cué-
les son las coordenadas de B, C y D?

¢) El tridngulo ABO es isdsceles. ;Cudles son las coordenadas
de B?
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d) En el rectingulo, las coor- e) Esta circunferencia con
denadas de B son (=35, 3). JCuadl centro en el origen, tiene un ra-
es el area de la figura? dio de 1.5 unidades. Determine
las coordenadas de los puntos

A, B, C y D.

A
o 3 -
_\1 o D 0
B.
C

f) El tridngulo ABC es isdsceles y las coordenadas de A son
(4,2). ¢Cudl es el area del tridngulo?

g) En el cuadrado ABCD indique las coordenadas de los puntos
By C y calcule el 4rea de la figura.

FUNCIONES 145

| __h) En este rombo la diagonal BD mide 5 unidades y la diagonal
AC mide 3 unidades. Si las diagonales se intersecan en el origen,
(cudles son las coordenadas de los cuatro vértices?. Andtelas en el
dibujo.
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R ey i) Calcule el area del trian-
%% sulo ABC.

i) Calcule la distancia del
Ty , punto M al origen. (Sugerencia:
A Observe la figura; /recuerda el

'l teorema de Pitagoras? )

!
!
i
!
[ ]

k) A esun punto de una cir-
cunferencia con centro en el
origen. Si A = (4, 2), jcuidntas
unidades mide el radic de esa
circunferencia?

FUNCIDNES 147

1) En una hoja de papel trace un sistema de coordenadas y loca-
lice los siguientes puntos: (2, 2), (—3.5, —3.5), (5, 5), (—6, —6).

Ahora dibuje la figura que contiene a todos los puntos que tienen
su abscisa y ordenada iguales, “

Ejercicie 7. Localice los siguientes puntos en uﬁplého cartesiano.
ay M= (-3, 3), M= (3, —3)

1 1
b) N= (-5 3) N_(g, “5)

¢) O=(-7, —12) o =(-12, —-7)
d) P= (0.7, 34) PP = (34, 07)

Como puede usted observar, en general la pareja (a, b) no denocta
el mismo punto que la pareja (b, a).

2. FUNCIONES

En la vida diaria observamos con frecuencia que hay relaciones
entre los elementes de dos conjuntos. Asi por ejemplo, el conjunto de
pilotos y el de automdéviles, que se ven en la fotografia, guardan en-
tre sf alguna relacién, pues a cada coche corresponde un determina-

do piloto.
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Desde luego, considerados dos conjuntos cualesquiera, sus ele-
mentos pueden estar relacionados, o pueden relacionarse, en varias
formas posibles, Veamos algunos ejemplos particulares.

Consideremos los conjuntos A y B, ilustrados a con-

o\ /4
[]

QSD
og

. Podemos relacionar los elementos de estos dos conjuntos en muy
d}versas formas; pero hagidmoslo de una manera particular: aso-
clemos a cada elemento de A, que es una figura, un elemento de B
que tenga igual nimero de lados.

Esta} correspondencia de elementos puede indicarse con flechas
en la siguiente forma:

Ejemplo.

tinuacién.
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Como observamos, al elegir esta relacién entre los elementos de
Ay de B, a cada elemento de A le corresponde un elemento, y solo
uno, de B,

Sean los conjuntos N y C, tales que
N =1{2, 3, 4,5, 6, —6), -
C = {4, 9, 16, 25, 36, 49, 64}.

Ejemplo.

Relacionemos sus elementos de modo que a cada elemento de N le
corresponda su cuadrado, que estd en C.
Esta relacién puede ilustrarse asi:

(2.3, 4,5 6 —86)
Y

(4, 9, 16, 25, 36, 49, 64)

En este caso también vemos que a cada elemento de N le corres-
ponde uno, y sélo uno, de C.

Cuando se tienen dos conjuntos y se relacionan sus elementos,
si la relacién es como en los ejemplos anteriores se dice que hay una

funcién de un conjunto en el otro.
Conviene observar que, dada una funcién de un conjunto A en

un conjunto B, se tiene que:

1. A cada elemento de A le corresponde un elemento de B.

2. A un elemento de A le corresponde sélo uno de B.

3. A varios elementos de A les puede corresponder un mismo
elemento de B.

4. No necesariamente todo elemento de B corresponde a algin
elemento de A,

Analice con cuidado lo anterior y explique por qué
los siguientes diagramas no representan una funcion &

Ejercicio 8.

a)
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b)

Ejercicio 9. Observe los siguientes diagramas y subraye la pala-
bra SI o la palabra NO, segun representen o no una funcién. En
cada caso explique por qué.

a) b)

SI NO

d)

SI NO SI NO
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SI NO

Ejercicio 10. Complete usted el diagrama para cada funcién es-
cribiendo en los espacios vacios o dibujando las flechas que falten.

a) b)

A cada elemento a de C le co-
rresponde uno de D que sea su

A cada elemento x de A le co-

rresponde su doble (2x) que es-
td en B. cuadrado (a*).

A cada elemento b de G se le
asocia uno de H que sea su mi-

cubo (m*). cad (g)

Aséciese a un elemento m de
E un elemento de F que sea su
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A cada elemento ¢ de I le corresponde el elemento de | que es

su quinta parte (g)

A

rresponide uno de N que es su in-
verso aditivo (—x).

£)
K E

Todo elemento 3n + 2, de L, se asocia con el elemento n, de K.

g)
M

A todo elemento » de O le co

cada elemento x de M le co

1
rresponde el elemento vy de P.
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Eiercicio 11.  Escriba la regla que corresponde a cada una de
las siguientes funciones.

i) i il
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Ejercicio 12.  Observe las ilustraciones de abajo y diga si las dos
representan ¢ no la misma funcién.
Y Y. Z

Discuta su respuesta con el maestro y sus compaifieros.

Segin se observa, al existir una funcién de un conjunto A en un
conjunto B, cada conjunto tiene un papel diferente. Para sefialar esta
distincién, y para referirse con comodidad a cada conjunto, se acos-
tumbra llamar dominio al conjunto A y codominio al conjunto B,
Observe usted la ilustracién.

Codominio

Ejercicio 13. Indique, en los ejercicios anteriores, cuil conjun-
to es el dominio y cuél es el codominio.

También para facilitar el lenguaje se habla de “la imagen de un
elemento segin una funcién determinada”; por ejemplo, en la fun-
cién ilustrada en el siguiente diagrama,

FUNCIONES 155
decimos que

la imagen de a es m,
la imagen de b es m,
la imagen de c es p,
la imagen de d es p.

Ejercicio 14. Considerando la funcién que asocia a cada elemen-
to del dominio su inverso multiplicativo diga usted cudl es la imagen
de cada elemento.

Dominio = {—1, 1, 2, 3, 4, 5}

1 11 1
Codominioc = {—~

i TR, |
5! 2! 4? ? 3} }

La imagende —1 es , la imagen deles ,

la imagen de 2 es , la imagende 3 es ,

la imagen de 4 es  y la imagen de 5 es

Para expresar mis simplemente las funciones se acostumbra de-
notarlas con letras. Se dice, por e€jemplo, “Sea f una funcién del con-
junto A en el conjunto B” o bien, “Consideremos una funcién g de
R en 57, Esta notacion es util para representar la imagen de un ele-
mento del dominio. Por ejemplo, si f es la funciéon de D en C, que
se ilustra a continuacion,

para indicar que a 0 le corresponde a, escribimos

f(0) = a,
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y leemos: “La imagen de 0, segin la funcién f, es @”. De igual manera
podemos escribir:

f(1)=b, f(-z-) =6 y f(1.8) =d.

3 Hjercicie 15. Considerando la funcién g, ilustrada a continua-
cion, complete las expresiones de abajo.

9(0) = g(1) = 9(2) =
9(3) = g(4) = g(5) =

Ejercicio 16. Si h es la funcién del conjunto A = {0 i .2

3 21 27
1, -1, 2, —2} en el conjunto B = {0, Ti' -—%, 1, 4, —4} que aso-
cia a cada elemento x de A, su cuadrado (x*) en B, entonces,
r(2) = h(-2) = h(0) =
' 1

() =1 h(g) 22 h(—1) =

h (—51) -
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Ejercicio 17. Si F es la funcién que asigna a cada elemento x
del dominio el elemento x* del codominio, y dominio y codominio son,
respectivamente, los siguientes conjuntos, ;

D={0, —.1,.2, —.3, 4, —.5},

= {0, —.001, .001, —.008, .00B, —.027, .027, —.064, .064,
—.125, .125},

se tiene entonces que

F(—.1) = F(2) =
Y = .064 F( )= —.027

F(0) =
F( )= -.125 F(

La funciéon F, del ejercicio anterior, puede describirse mas bre-
vemente en la siguiente forma:

x> F(x) = &

Con esta expresién se indica que si x representa cualquier elemen-
to del dominio, su imagen, F(x), es x*.

Usando esta notacién breve podriamos expresar, por ejemplo, la
funcién del inciso a) del ejercicio nimero 10, en esta forma:

x— f(x) = 2x;

(En este caso estamos considerando que dicha funcién se denota
con f).

Si denotamos con f a cualquier funcién del ejercicio 10 podria-
mos expresar brevemente la del inciso b) asi:

a~ f(a) = a*
la del inciso ¢ quedaria asi:
mw— f(m) = m?

Ejercicio 18. Exprese en forma breve todas las demds funciones
que aparecen en el Ejercicic 10.
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El uso de tablas, como éstas, permite reconocer de un solo vista-
Ejercicio 19. Considerando cada conjunto como dominio, en- zo cudl es la imagen de cada elemento del domln-'fo ¥ “Cevessf’d*‘l
cuentre las imdgenes de sus elementos segiin la funcién que se indica. conocemos la imagen podemos ver facilmente a qué elemento del do-
1 1 wminio corresponde. y
a) {—1, 3 0 51,15 x> f(x) = 2x "Ejercicio 20. En cada inciso complete la tabla para la funcién
b) {-5, —4, -3, -2, =1,0,1,2}) x- f(x)=3x que se indica.
3 2 1 1 2 x :
C S - = { =+ Vi X’—)fx = = i 3
){4 4 4 44} ) 2 X 0 1 2 x> f(x)=—3x+2
d) {—1.5, -1, —.5, 0) x> f(x) = 4ac — 1 a)
e) {~1, =5, —.1,0,.1, 5, 1) x> f(x) = f(x)
£) {-38, =2, -1, 0,1, 2, 3} x> f(x) =x+ 2
g3 {=%4 -3, —2} x> f(x) = 2x*+ 3
h) {—4, -3, -2, —1, 0} x> f(x) = 2x* — 3x N
i) {—1,0, 1} x> f(x) = 22 + 3x% 4+ 2x + 3 ° 0 |-1|—-2]-3
b) = x—>f(x)=—gx—1
Expresién de funciones por medio de tablas - f(x)
Con frecuencia las funciones se describen por medio de tablas.
Por ejemplo, si f es la funcién que se ilustra a continuacién,
_ -2 1 0 1 ’
3 - : x> f(x) =~ " +5
Fax)
la tabla con la que se puede describir f es la siguiente:
Elementos del dominio x 0 1 2 3 4 d) ——
. f(x)
Imagenes f(x) 1 3 5 7 9
Ejemplo, Considerando como dominio el conjunto D = {2, -1,
0, 1, 2}, la funcién g tal que x> g(x) = 3x* puede describirse con
la siguiente tabla: x 0 |-1|—-2|-3|—-4
&) _ x> g(x) = — 3x°
x -2 | -1 | o[ 1 2 1 gt

g(x) 12 3]0 3 [ 12
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X
)
g(x) 16 | 9 0 9 | 16
x
g)
g(x) 1 ] .01 ].001
G
h)
g(x) 2 1 0 |—-11|—-2
i)
h(x) |[-27|-8|-1] o[ 1
. x -1 1 |-2{( 2 | -3
i)
h(x)

x> g(x) = x

KBl =

x> g(x)

x> g(x) = —x

xi= h(x) = x°

161

e ‘ g
Grafica de 'una luncion

Las funciones cuyos dominio y codominio son conjuntos numeé-
ricos pueden representarse graficamente asociando a ellas algunos
subconjuntos del plano cartesiano. Por ejemplo, consideremos una
funcién f, dada por x> f(x) = x + 1, cuyo dominio sea el conjunto
A= {1, 2, 3, 4, 5} y cuyd codominio sea el conjunto B=1{0,1, 2,3,
4. 5, 6, 7}. Si queremos describir esta funcién con una tabla, podemos
usar la siguiente:

x 1 2 3 4 5

f(x) 2 |3 | 4| 5|6

Ahora buscamos en el plano cartesiano los puntos correspondien-
tes a las parejas ordenadas (x, f(x)) que se anotaron en la tabla.

F(x)

(5, 6

5 s KT 7

3 o
(2, 3

(, 2)

Este subconjunto de puntos del plano cartesiano es lo que se de-
nomina la grafica de la funcién f. (Observe usted que se toman co-
mo abscisas los elementos del dominio y como ordenadas las ima-
genes de esos elementos. )

Ejemplo. Sea g una funcién tal que x - g(x) = 2x* + 1,
cuyo dominio tenga los elementos —3, -2, —1,0, 1, 2 y 3.
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Podemos construir la siguiente tabla para describir esta fun-
cion g

%l 3|21l o | 1| z2]a3

glx)| 19 | 9 3 1 3 9 | 19

Ahora, si trazamos en un plano cartesiano los puntos Cuyas coor-
denadas son (x, g(x)), vemos que la grafica de 1. funcién es:

(=3 19y

3. 19y
g(x)

=2 8y T e = t'é.; 9

(=1, 3) e R

(RO

Ejereicio 21.

. : Trace en papel milimétrico las grificas de las fun-
;19011&8 sefialadas con los incisos a,b,c,dyhenel ejercicio niimero

También por medio de una grafica es posible, a primera vista,
conocer, o reconocer; los elementos del dominio de una funcién y
sus correspondientes imigenes: por ejemplo, si la siguiente grafica
corresponde a una funcién k,

163

hta)

x— h(x) =x

y deseamos conocer los elementos de su dominio, nos basta con lo-
calizar las abscisas de los puntos; si queremos saber cudles son las
im4agenes, buscamos las ordenadas de los puntos. Asi entonces halla-
mos que la tabla que describe a esta funcién h es la siguiente:

x |—5|—=4|-3|-2|-1|0|1]|2 |3
h(x)|—5|—4|-3|-2[-1| 0| 1

Ejeccicio 22 Observe la siguiente grafica de la funcién f y com-
plete las expresiones de abajo.

€ x—fx) = —a
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a) f( 2) = £) fC ) =—1
b) f( 0) = g) f(l) =2
¢) f(=1) = h) f(11) =3
d) f( 3) = i) f( )=—4
e) f(—4) =

Ejerdicio 23 Trace un sistema de coordenadas en una hoja de
papel milimétrico y haga la gréfica de las funciones g y h siguientes:

Dominio de g = {—4, —3, —2, —1,0, 1, 2, 3, 4}

Definicién: x - g(x) = — 2x

Dominio de h = {-3, —2, —1, 0, 1, 2, 3}

Definicién: x » h(x) = —x — 3

Observe la gréfica. ;Qué se puede decir de los puntos de las
funciones g y k cuya abscisa es 3?

En ocasiones se toma como dominio y codominio de una fun-
cion toda la recta numeérica. Por ejemplo, consideremos una funcién
f tal que x> f(x) = x* cuyo dominio v codominio sea la recta
numeérica completa. Es claro que en este caso no podemos dibujar
todos los puntos de la grafica; pero si es posible trazar algunos de
ellos, como se ve a continuacién:

Tabla de f

-3 9 k ey - i
P |

—1 1

0 0 ﬁ’f

1 1 ehtw C‘f’#

2 4 .

3 9
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Funeiones lineaies

Algunas graficas de funciones reciben nombred especiales. Asi,
la grafica del ejemplo anterior se llama pardbola. Hay funciones cuya
grafica es una linea recta y a las cuales, por esta razén, se les acos-
tumbra llamar funciones lineales. Estas funciones tienen como do-
minio y codominio toda la recta numérica y las imédgenes son de la
forma

f(x) =ax + b
en donde a y b representan nimeros racionales cualesquiera,

Fjemplo. Todas las funciones enunciadas a continuacién son
funciones lineales si se considera la recta numérica como dominio y
codominio de ellas.

a) x— f(x) =2x — 3
b) = f(x)=—-3x—75
c) x—»f(x) = —x—3
d) x> f(x) = — 2x

e) x> f(x) = — bBx
) x> f(x) = —x
g) x—=>f(x) =5

Ejercicio 24. Como ya se dijo, cada una de las funciones del
ejemplo anterior es de la forma xw» f(x) = ax + b. Diga, en cada
inciso de ese ejemplo, qué numero representa la @ y qué ntimero re-
presenta la b. = _

En vista de que la grifica de una funcién lineal es una linea
recta (esto serd demostrado en cursos posteriores), para determinar
la grafica de una funcién lineal dada, basta con localizar dos de
Sus puntos.

Ejercicio 25, Trace la grafica de las siguientes funciones Ii-
neales.

a) x—>g(x) =x—3 f) x> g(x) =3x—1

b) x> f(x) = —2x — 2 g) x—f(x)=—x—3
¢) x> h(x) = 3x h) x> g(x) = — 5x
d) x> g(x) = —x i) x—sh(x)=—x—1

e) x> f(x) =2 D x> f(x) = — 4

La funciér lineal y el movimiento uniforme

Galileo Galilei, ilustre fisico, astrénomo y matematico italiano,
describia el movimiento uniforme de la siguiente manera;



166 MATEMATICAS — SEGUNDO CURSO

“Por movimiento uniforme entiendo aquel en el que las distan-
cias recorridas por un objeto en movimiento son iguales durante
cualquier conjunto de intervalos de tiempo iguales.”

Asi, una persona que camina una distancia determinada duran-
te un periodo de tiempo, sin aumentar o disminuir el paso en su re-
corrido, se mueve uniformemente.

El estudio de este tipo de movimiento puede efectuarse mas fi-
cilmente si aplicamos a él las ideas que llevamos estudiadas en este
capitulo. Por ejemplo, si una persona, moviéndose uniformemente
rTecorre 4 kilometros en una hora, en dos horas recorre 8 kilémetros,
en tres horas, 12 kilometros, en cuatro horas, 16 kilémetros y en cin-

co horas, 20 kilémetros.
0 km 4 km 8 km

Podemos llamar ¢ al nimero de horas que la persona camina y

entonces la distancia que recorre debe ser 4t. Esto nos permite des-
cribir el movimiento de la persona con la siguiente funcién f:

12 km 18 km 20 km

Dominio de f = {intervalos de tiempo entre 0 y 5 horas inclusive)

Codominio de f = {distancias recorridas}

Definicién de f: ti> F(t) = 4t
Tabla para f it
0 0 i
sl
1 4 eIk iEiT
2 8 Erl i
3 12 SR
_ T
4 16 3
5 20
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f es una funcion lineal y observando su grifica podemos obtener
datos del movimiento que describe sin recurrir al cdlculo. Si nos
preguntan “¢En qué tiempo esta persona, delt ejemplo, recorrié 6
kilémetros?”, buscamos la abscisa del punto cuya ordenada es 6 y
contestamos: “En una hora y media”. Si nos preguntan: “;Qué dis-
tancia recorre en media hora?”, buscamos la ordenada del punto
cuya abscisa es ¥ y contestamos: “Recorre dos kilémetros™,

Ejercicio 26, Si un automévi]l recorre, en movimiento uniforme,
un kilémetro cada minuto,

a) Indique Ja funcién que describe el movimiento de este au-
tomovil.

b) Construya la grafica de la funcién. )

¢) Observe la grifica y diga qué distancia recorrié el vehiculo
en 10 minutos, qué distancia recorrié en 2.5 minutos, qué
distancia recofrio en % de minuto, qué tiempo tardd en re-
correr 6.5 kilometros, qué tiempo tardé en recorrer 2Y ki-
lémetros.

d) ;Qué interpretacién se puede dar al punto (0, 0) de la gra-
fica?

e) (Se puede atribuir algin significado a los puntos que tienen
abscisa y ordenada negativas?

Ejercicie 27, En un camino recto, Juan empieza a caminar con
un movimiento uniforme de 3 kilémetros por hora. Pasa una hora
y, por el mismo camino, José empieza a avanzar tras de Juan con
movimiento uniforme de 4 kilémetros por hora.

a) Exprese las funciones que describen estos dos movimientos
y trace sus gréficas en un mismo sistema de coordenadas.

b) Observe las graficas y diga a qué distancia se encuentra Juan
de José después de dos horas. ;Y después de tres horas? JEn
qué punto se intersecan las dos graficas? ¢Qué significado
le podemos dar a esie punto de interseccion?



QUINTA UNIDAD

ECUACIONES DE PRIMER GRADO

§ Isaac Newtu_h (1642-1727)

OBJETIV(OS PARTICULARES

Al concluir el desarrollo de la presente unidad, el alumno:

I. Resolvera ecuaciones de primer grado a partir de situacio-
nes concretas.

II. Establecerd el concepto de igualdad analizando sus propie-
dades.

ITI. Aplicari las propiedades de la igualdad en la solucién de
ecuaciones y férmulas de primer grado con una incégnita.

IV. Resolvera problemas de aplicacién de los conocimientos an-
teriores,

1. SOLUCION DE UNA ECUACION

En el planteamiento de muchos problemas aparecen ecuacio-
nes como las siguientes:

3 =12 x+3=7 2x + 7 =15 x—1=2x—17
ax = ¢ ax +b=c x+a=>hb a 5
. .

Ecuaciones como éstas reciben el nombre de ecuaciones de primer
grado en una imcégnita.

Independientemente del problema del cual haya aparecido una
ecuacién de éstas siempre podemos pensar en ella como en un pro-
blema relativo a nimeros,

Por ejemplo, la ecuacién x + 3 = 7 puede interpretarse como el
problema

Las ecuaciones son de gran utilidad para describir fenémenos.
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¢Qué numerg mas 3 es igual a 7?

La ecuacion 3x = 12 es la pregunta.

Si tres veces un numero es 12 Jcudl es ese nimero?

La ecuacion 2t + 1 = 5 es la pregunta.

Si dos veces un numero, mas 1 es igual a cinco, Jcudl es ese
numero?

La solucion de la ecuacién es el niamero que responde a la pre-
gunta respectiva,

Por ejemplo, la solucion de

x+3=17

es 4 porque 4 es el namero gue sumado con 3 da 7.
La solucién de 2y = 8 es 4 pues 2 veces 4 es igual a 8; en
simbolos 2 x 4 = 8,

Ejercicio 1, Diga cudl es la solucién de cada una de las si-
guientes ecuaciones.

a) x+ 3 =12 La solucién es 9 porque 9 + 3 = 12

i 1
b) 2x =1 La solucién es 5p.‘orque?, XE =1
c) —2x=6 La solucién es (—3) porque (—2)(—-3) =6
d) x+1=10 e) x—1=286 ) x+2=4
g) x+2=2 h) x+2 =0 iyx—3=1
j) 3x =9 k) —8x =9 1)y —3x= —B

En el ejercicio anterior y en los ejemplos, al nimero que en
un principio- desconocemos lo hemos denotado con x (por seguir la
costumbre). Pero lo podemos denotar con cualquier otra letra o
simbolo. A esta letra se le acostumbra llamar la incdgnita (no co-
nocida). Y se habla de ecuaciones en una incdgnita cando desco-
nocemos un solo nimero,

Continuemos el ejercicio anterior utilizando otras letras para
designar la incdgnita.

Ejercicio 2, Diga cual es la solucién de cada una de las si-
gulentes ecuaciones.

a) y+3 =18 b}z — 8 =15 ¢) u+9=20

d) u—7=12 e) 3x =2 f) Tu= —14

g) —Sw= -5 h) Ty = —7 i) —2v=-12

En los ejercicios anteriores usted encontré la solucién de al-
gunas ecuaciones simplemente observindolas. Esto se pudo hacer
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porque las ecuaciones son muy simples. Pero en otras ecuaciones
mas complicadas no es tan facil decir a simple vista cuil es la
solucién. Por ejemplo, la solucién de la ecuacién

3(x—1)—2(x—2) +2(x—5) =6
es 5. Pero (cémo llegar a este resultado?

En esta unidad nos ocuparemos de encontrar las soluciones de
las ecuaciones de primer grado en una incognita.

Pero por de pronto, en esta seccién, seguiremos ocupandonos
de ver cuando un nimero es solucién de una ecuacién y cuando
no lo es.

Ejemplo. JEs 5 efectivamente solucién de la ecuacién anterior?

Si 5 es solucidn, al sustituir 5 en lugar de x en el miembro iz-
quierdo, nos debe dar 6. Veamos si es asi:

3(5—-1)—2(5—2)+2(5-5)=3x4—2%x3+2X%0
=12—-6+0=6.

Por lo tanto 5 si es solucion de la ecuaciéon dada.
Ejemplo, ¢Es 10 solucién de la ecuacién 1.5(x + 8) + 6 = 30?
Sustituimos 10 en lugar de x:
1.5(10 + 8) +6 =15(18) + 6 =27 + 6 = 33 30
Por lo tanto 10 no es solucién de dicha ecuacion.
Ljemplo, Es 5 solucién de la ecuacién siguiente?
3(x—1)—2(x—2) +2(x —5)=2x— 4

Sustituimos 5 en lugar de x en el miembro izquierdo de la
ecuacion. Obtenemos

3(6—1)—-2(5—-2)+2(5—-5)=3XxXx4—2x3+
+ 2% 0=86,

Sustituimos ahora 5 en lugar de x en el miembro derecho:
2X5—4=6.
Por lo tanto,
3(6—1)—2(5-2)+2(5—-5) =2 X5 —4,

es decir, 5 si es solucién de la ecuacién dada.
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Bjemple, ¢Es —3 solucién de la siguiente ecuacion?
—2x 4+ 56(x—1)+3=4x + 2
Miembro izquierdo:
(—2)(—3) +5(—3—1)+3=6+5(—4) +3 =
6 —20+ 3 =90 —20=—11.
Miembro derecho:
4(—-3) +2=—-12+ 2 = —10.
Como —11 £ —10, el niimero —3 no es solucion.
Ejercicio 4, Procediendo como en los ejemplos anteriores diga
si el namero propuesto es o no solucién de la ecuacion dada.
nimero ecuacion

a) 5 3w+6=21

b) —2 2y—5=—4y+9

) 3 7z+9)—4(z+5)=28(z+4)— 4

a) 65+9=5+6

e) 3(x —1) +5(x+2) = T(x—4) + 10x + 17
f) 4w —8(w + 3) = Tw + 3(w + 6)

g) Tw — 4w + 3) = 6w — 2(w + 1)

h)

i)
1)

[
b2

g
Ry
ok
WIS O = 0NN WNO W D W

3x .
E+4x==5(x—-3)+6(x+1)—2

224+ 9 —-5(z+3)=—2z+ 6
8(w—3)+6=3w+2(w+2)—7
4x — 3 =6x+3)—8

4z +T7T=8(z—1)—2z -5

6x — 3x =4x— 9

S5y —3(y+4) =8y

dx—3 =x+3

3(x—5) —8(x+6) —5 = 4x

0.3t — 0.8t = 0.6t — 5.5
2w — 1) +bw= —3w — 04

3 1 o 21
—(r+—) +2(f—-—) == e
4 3 3 4

op}
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2. ECUACIONES EQUIVALENTES

En uno de los ejemplos anteriores comprobamos que 5 es solu-
cion de la ecuacion

(1) 3(x—1)—2(x—2)+2(x—b5) = 2x — 4,
Pero también este ntimero 5 es solucién de la ecuacién
(2) 3x —9=2x — 4,

(Efectivamente 3 X 5 -9 =15—-9=6y
2X5—4=10-4 =6.)
También 5 es solucién de

(3) x—9=—4
(pues, en efecto, 5 — 9 = —4).
Asimismo, 5 es solucién de

(4) x =25

(en efecto, 5 = 5).

Asi, las ecuaciones (1), (2), (3) y (4) tienen todas la misma
solucién, el namere 5.
Para facilitar el lenguaje,

Cuando dos o mds ecuaciones tengan la misma solucién di-
remos que son equivalentes,

Asi pues, si tenemos varias ecuaciones que sabemos que son
equivalentes y conocemos la solucion de una de ellas, conocemos la
solucién de todas ellas.

Esta idea tan simple nos servira para resolver las ecuaciones.
Lo que haremos serd, a partir de la ecuacién dada, obtener ecuacio-
nes equivalentes a ella, cada vez mas simples, hasta que lleguemos
a una tan simple que podamos decir de inmediato cuil es su so-
lucién,

Las siguientes propiedades nos permiten realizar lo anterior.

8i a los dos miembros de una ecuacion se les suma (o se
les resta) un mismo midmero se obtiene una ecuacién equi-
valente a la primera (es decir, ambas tienen la misma so-

lucicn).

Ejemplo.  Consideremos la ecuacién

2x + 5 = 11.
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Si sumamos 4 a los dos miembros de la ecuacién obtenemos
9x + 5 +4 =11+ 4,

es decir, obtenemos la ecuacién
2x + 9 = 15,
Podemos comprobar que ambas tienen al mismo nimero 3 por so-
lucion:
2X3+5=6+5=11
2x3+9=6-+9 =15
Ejemplo.  Consideremos la misma ecuacién anterior
2x + 5 = 11,
Si restamos 5 a los dos miembros obtenemos la ecuacién
2x+5—-5=11-5
es decir, después de simplificar obtenemos
2x = 6.
Esta ecuacién tiene por solucién 3, como lo podemos ver fécil-
mente. Y como 3 es también la solucién de la primera ecuacién ve-
mos que las dos ecuaciones son equivalentes,

Esta propiedad de las ecuaciones es consecuencia de la siguien-
te propiedad entre nimeros:

Si a, b y ¢ son numeros tales que
a+c¢=b+c

entonces

a =hb

Esta propiedad se conoce como ley de cancelacion para la adicion.
Utilizando algunas propiedades de los nimeros, que ya conocemos,
demostraremos ahora esta ley.

Supongamaos que a, b y ¢ son nuimeros tales que
a+c=>b+c
A este namero lé sumamos el inverso aditivo de ¢. Obtenemos

a+e)+(—c)=(b+¢c)+ (—c).
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S;el%un la propiedad asociativa de la adicion podemos entonces es-
cribir

a+(c+(—c))=b+ (¢c+ (—c))
y como ¢ + (—¢) = 0, obtenemos

a+0=h+0

por lo que
a = b.

i!-JB‘a"u'it‘w % Sumando (o restando) un mismo ndmero a los
df)s miembros de la ecuacién dada en cada inciso, obtenga ecua:
clones equivalentes. Trate de sumar nimeros (o restar) de tal ma-
nera que las ecuaciones obtenidas le parezean mis simples,

a_) 7x —15 = 34 d) —9%u + 27 = 3u — 21
b) =9+ 7y =5 e) 3x + 8 — 6x = 8x + 30
c)37 7 3 f) 6t + 12 = 4t — ¢

=T m—= = oy

4 2 3

it AJ.uora veremos ‘(}Fre_} propiedad de las ecuaciones que, como la
en'o.’r, NOs permitira encontrar ecuaciones equivalentes a una
ecuacion dada.

5 .Sz los dos miembros de una ecuacién se multiplican (o
viden) POr um misme numero distinto de cero se obtiene
una ecuacion equivalente a la primera (es decir, ambas tie-
nen la misma solucién)

Ejemplo.  Consideremos la ecuacién
Tx + 14 = 35,

S.I multiplicamos, por ejemplo, por 3 los dos miembros de la ecua-
Cion obtenemos la nueva ecuacién | |

3(7x + 14) = 3 x 35,
es decir,

21x + 42 = 105.

s dos ecuaciones tienen la misma solucién, el nimero 3, como
podemos comprobar )

7X3+14 =21+ 14 =35
21 X 3 + 42 = 63 + 42 = 105,
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: o
Ejemplo. Consideremos la misma ecuacién de antes,

7y 4 14 = 35,

Si dividimos los dos miembros de la ecuacién entre 7 obtenemos la
1 )
ecuacion

7x + 14 35

7 7’

es decir, después de simplificar,
x+2=25

alti ion i bién &
Facilmente observamos que esta dltima ecuacion tiene tam
lente a la ecuacion original.

g i uiva ‘
3 como solucién, Es eq . : al. —
La propiedad anterior es consecuencla de la siguiente prop

dad entre nNUMeros:
r Si a, b y ¢ son mumeros tales que
ac = be Y c==0

a=2D> J

i6 It
- Esta propiedad se cOnoce como ley de cancelacion para la mu

. S A
plicacién Utilizande algunas propiedades de los numeros, que Y
conocemos, demaosiraremaos ahora esta ley.

entornces

Supongamos que 4, b ¥ ¢ son NUMeros tales que

ac = be y c3£ D,

! ipli 1 na-
i 1 coticativo — Multiplicamos el n
Como ¢ == 0, ¢ tiene Inverso multiplica -

1
mero ac = bc por = y cbtenemos

1 1
(ﬂC)E = (bc) o

iplicaci ton-
Segin la propiedad asociativa de la multiplicacién podemos. en

ces escribir
1 b 1)

g e
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¥y como c¢.-— = 1, obtenemos

|

por lo que
a=h
Ejercicio 5. Multiplicando (o dividiendo) por un mismo na-
mero (distinto de cero) los dos miembros de la ecuacién dada en
cada inciso, obtenga ecuaciones equivalentes,

a) 3x — 6 =12 d) 2x + 27 = —19

b) 24x = —48 ] 5
x -1 7

£ =

: 9

3. RESOLUCION DE ECUACIONES

Como vimos en las secciones anteriores, algunas ecuaciones
de primer grado son muy faciles de resolver. Por ejemplo,

1
x4+ 3 =53, —x =17
2

Una simple inspeccién nos indica que 3 es solucién de la primera,

2. de la segunda, 14 de la tercera y 9 es solucién de la cuarta ecua-
cion.

: x = 9.

Sin embargo, la mayor parte de ecuaciones que aparecen al re-
solver problemas no son tan simples como ésas. Para resolver
ecuaciones mas complicadas usaremos, segiin se dijo, las dos pro-
piedades de las ecuaciones mencionadas en la seccién anterior.

Como ahi se indicd, para resolver una ecuacién iremos obte-
niendo ecuaciones equivalentes a ella, cada vez mas simples, has-
ta que lleguemos a alguna tan simple que podamos decir de inme-
diato cuil es la solucién.

Ecuaciones de la forma ax + b = ¢.
Ejemplo 1. Consideremos la ecuacién

2x + 9 = 21,
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Restamos 9 a ambos miembros de la ecuacién y obtenemos la
ecuacién equivalente
2% + 9 —9 =21 - 0.
Esta ecuacion. después de simplificar, se escribe asi:
2x = 12.

Dividimos ahora entre 2 los dos miembros de la ecuacion y obte-
nemos la siguiente ecuacion, equivalente a las anteriores:
2x 12

5

2
Después de simplificar queda
x =20

Y aqui vemos ya que la solucidn de esta ecuacion es 6. Por lo tan-
to, todas las anteriores, y en particular la ecuacién dada, tienen
por solucién el nimero 6.

Comprobacién,. 2 X 6 + 9 =12 + 9 =21
Biemple 2. Para resolver la ecuacion
3x — 14 = —2

podemos empezar sumando 14 a los dos miembros de la ecuacion.
Obtenemos la ecuacion equivalente

3x — 14+ 14 = -2 + 14,
Simplificando las expresiones en cada miembro. esta gcuacion se
puede escribir asi:

3x = 12,

En este paso podemos darnos cuenta de que la solucion es 4 pues
3 % 4 = 12. Si no nos diéramos cuenta de esto, podriamos dividir
entre 3 los dos miembros de la ecuacién y obtener la ecuacion
equivalente a las anteriores

que al simplificar, queda

RCUACIONES DE PRIMER GHADO i7¢

Aquil si vemos ya que la solucién es 4.
Comprobacién. 3 x4 — 14 =12 — 14 = —2,
Ejemplo 3. Resolvamos la ecuacién

—21 = 15x + 9.

Restamos 9 a los dos miembros de la ecuacion y obtenemos la
ecuacion equivalente

—21 — 9 =15x + 9 — 9.
Simplificande, esta ecuacién adquiere la forma
—30 = 156x.
Dividiendo entre 15 obtenemos otra ecuacién equivalente a todas
las anteriores, que es
—30 _15x
15 15 '
la cual, después de efectuar las operaciones indicadas se ve asi:
—2 =X
Por lo tanto, 1z solucion de la ecuacion dada es —2.
Ejemplo 4. Consideremos la ecuacién
3(x —2)+ 14 = -3 + 32.

Efectuamos la multiplicacién de 3(x — 2), es decir, aplicamos la
propiedad distributiva: 3(x — 2) =3x — 3 X 2 = 3x — 6. Al hacer
esto, la ecuacién original se escribe en la forma

3x + 8 = 29.

Restamos ahora 8 a ambos miembros v obtenemos la ecuacién equi-
valente

3x +8 — 8 =29 — 8,

es decir, la ecuacitn

3x = 21.
Aqui podemos dividir entre 3 y obtener
x=T.
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Consideremos la ecuacion

34_7_)33
E(§ 10

Primero aplicamos la propiedad distributiva al miembro izquierdo
para reescribir asi la ecuacion dada:

3 4 3 9

Ejemplo 5.

Es decir, obienemos

12 T "
Restamos — a ambos miembros y obtenemos la ecuacion equi
' 10

valente
12 12 3 9 12
— — — Z ¥
10 10 5 10 10

obtenemos la ecuacion

3 .
Dividimos entre — — ambos miembros y obtenemaos
' 5
o)+ (3)
‘- (_' 1) "\ 5

3 3 365 5 1

2=

10 5 3x10 10 2

1
O sea, la solucién de la ecuacidén es =

es decir,

== e T
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3(4__3) B 3(3) 9
52 2 5\2/ 10

Consideremos la ecuacién

0.2(x + 1.50) + 0.75 = 1.10.

Comprabaciin,

Ejemplo 6.

Utilizando la propiedad distributiva, esta misma ecuacion se pue-
de escribir asi:

0.2x + 0.2 x 1.50 + 0.75 = 1.10.
es decir, asi:
0.2x + 0.30 + 0.75 = 1.10
o bien,
0.2x + 1.05 = 1.10.

Restamos ahora 1.05 a los dos miembros y obtenemos la ecuacion
equivalente

0.2x = 1.10 — 1.05

es decir,
0.2x = 0.05.
Dividiendo entre 0.2 los dos miembros de la ecuacién obtenemos
0.05
x [ P —
0.2
es decir,
x = 0.25.

Comprobacion,
0.2(0.25 + 1.50) + 0.75 = 0.2(1.75) + 0.75 = 0.35 + 0.75 = 1.10.
Ejemplo 7. Para resolver la ecuacidn

%+
I o= i,

podemos primero sumar 19 a ambos miembros de la ecuacién y
obtener la ecuacién equivalente
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X+ T 91418
es decir.
39.:4+ 7 _ 9

Podemos ahora multiplicar por 4 los dos miembros de ésta y
obtener otra ecuacion equivalente,

3x + 7

4 X = (—2)4.

Al simplificar las expresiones, esta Gltima ecuacion adquiere la
forma

3x + 7= —8,
Restamos 7 a los dos miembros y obtenemos
3x = —8—7T7,
es decir,
3x = —16.
Dividimos entre 3 y obtenemos
x = —3
Ejemplo 8. La ecuacion
20
— =19 = 21
x

puede resolverse asi. Sumamos primero 19 a los dos miembros y
obtenemos la ecuacién equivalente

-ZE-—19+ 19 =21 + 19,
x
es decir,
20
— 40‘
x

Multiplicamos por x los dos miembros (suponemos x < 0) y obte-
nemos le ecuacién equivalente
20x

— = 40x
x
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es decir,
20 = 40x
Dividiendo entre 40 los dos miembros de la ecuacién ilegamos a
20 40x
a0 40
Por lo tanto, la solucién es x =§
Comprobaciin,
20 1
—1——19=20-+2——- 18 =40 - 19 = 21.
2

Ejercicio 6, Procediendo de manera aniloga a los ejemplos an-
teriores encuentre la solucion de cada ecuacién. Compruebe el re-
sultado.

a) Tx + 8 = 43
b) 31 =5x—29
c) 6y + 6 = —18
d) 42 = 7+ bz

net+ 18 =0

o) 5(y — 8) = —10
p) —4=—-2(r—6)
q) —12(x + 7) =0

e) —5x + 6 = 31 r) 5(¢t —3) + 9 =234
f)y 10 + 5 =3r + 3 s) 16 = 8(r — 1)

g) =5t —15=50—-75 t) 0= —3(2a + 6)

h) 4x — 6 = —46 u) 5(4 — 2p) = 30

i) 6a — 8 = —10 v) —7(5v— 8) + 46 = 16
i) 15z + 17 =25 - 9 w) 12 =6 — (2t + 7)
k) 19 = 14 + 4w x) 18 =23y + 8) — 5
1) 45 = 18a + 9 y) 9 — 5(2r — 6) = 19
m) —8z + 15 = 7 z) 17— (s —9) = 11

n) 7x— 5= 17

Ejercicio 7. De manera andloga a los ejemplos, encuentre la so-
lucién de cada ecuacién y compruébela.

P 39 ) —65 = 13 + 22
— — 3= c) — = = |
9 12 |
) 2 8 d) —4(t +5) =0

3 e) —9(v — 5) + 34 = 63
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Ay 0.7r = 0.21

Bgt+8=1 0) 2.5t = 0.5
t+6 p) 1.8y — 43 = 2.9
§) —5— =7 q) 0.35z — 0.56 = 0.14
3w — § t) 5a — 1.3 = 18.7
h) —— =2 .
s) —+ 08 =32
, ot 0.6
t) — + 3.8 = 0.2
. 8y + 24 2.7
pU=—=— u) 0.5% + 0.6 = 1.8
72 _ v) 0.75z — 0.84 = —0.67
k) == =8 w) 0.8 = 9.6t + 1.8
0.7
1y 2 _5_4 X) 0 — 3.7 = 6.4
- 0.6
15 13
t r
16 0.9
n) 1=— z) — — 1.5=03
X v

En el estudio de muchos fenémenos de la naturaleza nos en-
contramos con expresiones como las siguientes

Cnt

1 .
S=Ut+—atz, M=C+‘—’ d = vt
g = P

En la dltima, d = vt, se expresa la relacién entre la distancia d
gue recorre un cuerpo en movimiento uniforme, la velocidad v y el
tempo ¢.

En expresiones como éstas podemos considerar como incognita
a cualquiera de las letras que figuran. Por ejemplo, si en d = vt
consideramos como incégnita a v podemos resolver la ecuacién
y encontrar v en términos de las demas. Para ello dividimos los dos
miembros de la ecuacién entre t (que supondremos distinto de cero)
y cbtenemos

vt
t)

ey
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es decir, obtenemos

cﬂ-]p_
I
=

0, lo que es lo mismeo,

U =

S

A veces se refieren a este proceso diciendo que “en la férmula
) . d
d = wt se ha despejado v, para obtener v — —,
t
Ejemplo 9. Despejar t en la formula d = vt significa resolver
la ecuacion d = vt considerando a ¢ como incégnita. Se puede pro-
ceder asf: .

Dividimos ambos miembros de la ecuacién entre v (que debe-
mos suponer == 0) y obtenemos

d ot
v v
es decir,
d
— =t
v
En otras palabras, al despejar t en la formula d = vt se obtiene
t = g (si v=£0),
” .

Ejemplo 10, Al despejar m en la célebre férmula que aparece
en la teoria de la relatividad

E = me®
se obtiene
E

m=—,
C2

(c~0).

Ejercicio 8. En cada una de las siguientes férmulas despeje la

letra que se indica.
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a) ax —t =3y x 1y W = img m
d F
by v = d m) E == Q
) t ) Q
d Q
¢)u== L ny =g Q
: 1
d)i=gt— n o) § =Vt + —att V
P )
e) E = me* n ')A;% 5
f)y V : % ’ e
) —5771‘ T V.__hrz I
g) PV = PV V DV =5 '
h)F=:—C+32.C £ M- e g
p
i) A= bh b h(B + b
1 S)A=—( ) h
i) V =—abh a 2
3 ty K=C+273 C

F
k) P=- A
A

Ejemplo 10, Resolvamos la ecuacion
ax + b =0, (a+#£0).
Restamos b a los dos miembros de la ecuacion y encontramos Ia
ecuacién equivalente a la anterior
ax +b—b=0—-b
Simplificamos esta ecuacion y obtenemos
ax = —b.

Dividimos ahora los dos miembros de la ecuacién entre @ (lo pode-
mos hacer pues a %+ 0) y obtenemos la ecuacion equivalente

ax —b

a a

que escrita de otra manera es

X = —

b
E’-

ECUACIONES DE PRIMER GHADO 187

Asi pues hemos demostrado que
La ecuacién
ax + b =10
tiene por solucion
x=——
a

Fiercicio 8, Procediendo como en el ejemplo anterior encuen-
tre la solucion de la ecuacidén

ax + b =c. (a=£0)

Ejemplo 11, Es frecuente encontrarse con ecuaciones en las
que la incognita aparece en varios sumandos. Por ejemplo,

Tx — 3x = 28.
Si ahora recordamos que 7x — 3x = 4x, podemos reescribir la ecua-
cién dada asti:
4x = 28.

Y aqui vemos que la solucién es 7.

- (Recuerda por qué 7x — 3x = 4x? Se usa la propiedad distxi-
butiva:

Tx — 3x= (7 — 3)x = 4x.
Ejemplo 12. Consideremos la ecuacién
—8y +3+55—-2="1.
La reescribimos asi:
-8y +5y+3—2="1T.
Usamos la propiedad distributiva
(—8+5)yy+3-2=17,

Simplificamos 1a expresién y obtenemos

-3y +1=717
Ahora resolvemos la ecuacién como ya sabemos:
6
-3y =7-1; -3y =6; B === y = —2.
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Ejemplo 13. Resolvamos la ecuacion
3(x — 1) —2(x —2) +2(x —8) = 6.

Primero utilizamos la propiedad distributiva para efectuar las mul-
tiplicaciones indicadas y “quitar paréntesis”, como se dice usualmen-
te. La ecuacién queda asi:

3x -3 —-2x +4 +2x —10=06,
La reescribimos asi:

3x —2x + 2x—3 +4 — 10 = 6,
Como —2x + 2x = 0, escribimos

3x — 8 = 6.
Al resolver ésta con el método usual obtenemos
Ix=6+4+9; 3= 15; x = D.

Bjemple 14, Para resolver la ecuacion

3( 3) 3 ( 1) 3 9
x4+ =) +=|lx—=] +-x =~
4 2 2 2 2 4
procedemos asi. Primero “quitamos paréntesis”, es decir efectua-

mos las multiplicaciones indicadas utilizando la propiedad distxi-
butiva:

3 3 3 3 3( 1) 3 9
+ - — -+

4 a2 2 2\ 2/ 2 4
3 9 3 3 3 9
—x+t—F=-X—"—F=x=-—

8 2 a 2 4
T 3 9

—x 4+ = —X ===
2 ¥ T ¥ e T T T 3

Usamos nuevamente la propiedad distributiva para sumar los tér-
minos que tenen x:
(3 3 3) 9
-+ -+ = _

4 2 2 8
34+ 6+ 6
Z % +

b

+

|

|
o | W

]
|

B e B o e

[=¢]

|
s
+
o] w
l
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3
Restamos ahora e a los dos miembros y obtenemos la ecuacién

equivalente
15 9 3
—_— = — =
4 4 B
o sea,
15 18 —3
—_—x = 5
& 8
ib 15
—_— x —
4 8
de donde,

1
La solucién es 5

Ejercicio 10. Resuelva las siguientes ecuaciones y compruebe

los resultados.

a) 2t + 8 — 6t =20

b) 34 = 8w — 16 — Sw

C) 7y —=18 — 15y =25 -5

d) 5(4x -3)+8x—7=10

e) —36+ 17=—6(t—9) + 3t— (8 —1)
f) —3(w—8) +6(w +8) —4(w+3 =269
g) 4z + 8z — 5(z + 3) = 18

h) 28+ 9=4a—9a — 15 — 6a

o 2 7 3

1)§b 5b+-10 gb—_25

i) —16t — 13t + 15 = —43

k) 8z + 27 — 12z + 40z = —34 — 62

2 3 5 19 15
1) v — (v + (7 — ==
)7 7( 14)+7(7 2v) 7+7
m)Bw-f-5

— W = —

4 3 2
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273 5\ 15 11
M3la-a) T

0) 1.5t — 28 + 5.3t = 7.6

p) 8y — 0.7y — 4.3 = 63 — 04
q) 9.7 +2=23.6— 04w — 3w

r) 64 — 18.6 = y + 6.75 — 342y
s) 3.5(2:4 — 4.5y) — (6.34y — 0.58) = 63.28
t) —18.34 + 0.639 = — (0.637 + 4,18) +3.57
u) 7.58(3x —5) — 5(0.6x +3.6) = —7.8

_ 5(2y — 0.3) | 456 +3.2y)

) . : =15
6.7(4z —2) 28(3 -522) .
6 3

X) 53 = 8(2x — 4) — (4x — 5) + 6
4(2z —T7) (6 —5z)

5 5
32(t—17) 78— 9.8t
2.3 2.3

Ecuaciones de la forma

y) 17 — 56 =

z) 16.8 — 63.3 =

ax + b=cx + d.

Es frecuente encontrar ecuaciones en las que la incdgnita figu-
re en los dos miembros.

Ejemplo 16. Para resolver la ecuacion
8x + 25 = 5x + 16

podemos proceder asi. Restamos 5x a cada miembre y obtenemos
la ecuacion equivalente

8x + 25 — 5x = 5x + 16 — &x,
es decir,
8x — 5x + 25 = 16,
la cual ya sabemos resolver:
(8 — b)x =16 — 25
3x=—9
x = —3.
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Ejemplo 16.

09y — 1.6 =37y + 6.8
09 — 16 —3.7y =3.7y + 6.8 — 3.7y
0.9y — 3.7y — 1.6 = 6.8
(0.9 —3.7)y =68 + 1.6
' — 2.8y = 8.4

Ejemplo 17. En ecuaciones como la siguiente
2t—16+4t+6 4t — 8

= —

5 15 20

es conveniente primero multiplicar los dos miembros de la ecua-
cion por un multiplo comin de los denominadores, de preferencia

por el minimo comun multiplo, en este caso 60. Obtenemos la
ecuacion equivalente

2t — 16 4t + 6 4t — 8
(2218 4 oo £ g0 #=8) g,
5 = 15 20 R

Simplificando cbtenemos

12(2t — 16) + 4(4t + 6) = 3(4t — 8) — 60.

Con esto, como suele decirse, “quitamos denominadores” en la ecua- .
ciéon. Y ahora la resolvemos como ya sabemos hacerlo:

24t — 192 + 16t + 24 = 12t — 24 — 60
40t — 168 = 12t — 84
40t — 12t — 168 = 12t — 12t — 84
28t — 168 = —84
28t = —84 + 168
28i = 84
t= 3.

Hjemplo 18,  Algunas ecuaciones en las que figura x en el de-
nominador son también de primer grado. Por ejemplo, la ecuacién

6 5 3
be o X X

Podemos resolverla asi. Multiplicamos por x los dos miembros de
la ecuacién (debemos suponer x =4 0) y obtenemos la ecuacién equi-

valente
5
x(E + = — 18) =x(§+5).
x X x
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Utilizamos la propiedad distributiva para efectuar las multiplicacio-
nes. Obtenemos

6+5—-18x=3+ 5x.
Y esta ecuacién ya la sabemos resolver:

11 — 18x — 5x =3

—23x =3 — 11
—23x = —8
— 8!

Ejemplo 19, Como dltimo ejemplo consideremos la ecuacion
ax +b=cx+d (cona=£c).
Podemos resolverla asi:

ax +b—cx—b=cx+d—-—cx—b
ax —cx=d—b
(a—c)x=d-b
d—b

x .
a—c

(Este altimo paso puede llevarse a cabo porque como a=t¢, a — ¢
es distinto de cero.)

Ejercicio 11. Resuelva las ecuaciones siguientes y compruebe
los resultados.

a) 3x +8 — 6x = 8x + 30
b) 7y —6y + 26 = =3y + 1 + 9y
c) 3(y—3)+5(y+2)—18=T(Q“y)—Q(y+3)+3y+3
d) 9t — 12 + 6t = 10t + 7t — 24
e) —4r+ 9+ 10r = — 157 + 27 + 12r
f) 23 — 18f — 35f = 9f + 13f — 17 — 4f
g) 16a + 47 — 15a = 56 — 7a + 9a
4(x—2) x—8 _ 2(2x +5) 5(x—1)

3 6 3 3
i) 3(2%5)—2(4z+16)=5(z+9)+6(4—z)r16
i) Tx — 10 = 12x — 25 — 4x

5

2 7
k) §v—-§+§v—3‘v——4

h)
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) 66+ 12 = 4t — ¢
m)7(y —~5)—(y+6)—18=2(4y—8) -5

n)5(3¢ —8) —3(2¢g +9) + 63 =9 — (2g — 1)
2t - 4t + -
ﬁ)zgg—zcat—5)=433~2t -

G) 2.3r + 0.6r — 6.4 = 3.2r — 0.8

p) 5(0.1g - 0.6) — 739 =g + 2.8
q) 03v— 78 —50 +0.9= —24(v — 2)

r) 0.7(¢ —0.2) 0.8(3.1e — 2.1) _ 4.2(0.6 — 3¢)
0.2 0.3 0.3

§) S54(w —2) + 34(03w + 1) = 0.06(5w — 6)

t) —0.5¢ =35 — 0.1t

u) 59d — 0.08d = 3d + 0.3d + 12.5
2.8(5f+0.3) (3.1f —2.6)

My 02 f
1 ‘
W) §~-—é+ 16=1—9
i t t
1
x)16-2-12,4_3
Y y Y
7 4 <]
— ==+ 12=—--8
y) 3v v v
1 2 6 3 2
Z) —— == — 4+ — — =
x 3 x 4 x
4. ECUACIONES DE PRIMER GRADO

FUNCIONES LINEALES

En la cuarta unidad de este curso se estudiaron las funcicnes
lineales. Ahora las utilizaremos para interpretar grificamente las
soluciones de las ecuaciones de primer grado. Veamos un ejemplo.

Consideremos la ecuacion de primer grado
8 =3x -6
A esta ecuacién podemos asociarle la funcién lineal determinada por

y = 3x — 6.
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Para irazar la grifica de esta funcién lineal elaboramos una
tabla. Por ejemplo,

% — 1 0 1 2 3 4

y=3x—6 =8 =6 ~i3 0 3 6

Dfa’spues mAarcamos en un sistema de coordenadas los puntos obte-
nidos, es decir, los puntos

(-1, =9), (0, —6), (1, —3), (2, 0), (3, 3), (4, 8).

¥y =3x —6

Como sabemos ya, la grifica de cualquier funcién lineal es una

recta. En nuestro ejemplo, es la recta
s que pasa por los puntos que
hemos marcado, P f :

La grafica nos ayuda a contestar preguntas como las siguientes:
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;Para qué valor de x la funcién y = 3x — 6 vale 97 O lo que
es lo mismo,

;Cual es la solucién de la ecuacién 9= 3x— 67 Estas dos pregun-
tas equivalen a la siguiente:

;Qué punte de la grafica tiene ordenada 97 Para contestar esta
dltima pregunta, y por lo tanto las anteriores, basta observar que
los puntos que tienen ordenada 9, es decir, los puntos de la forma
(x, 9) forman una recta paralela al eje de las abscisas y que pasa
por el punto 9 del eje de las ordenadas:

YT

1 \\

A1 Conjunto de puntos
con oxdenada 9

Asi pues, si buscamos qué punto de la grafica tiene ordenada
9, éste lo encontraremos al intersecar la grafica de la funcién con
la recta anterior:
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Vemos en la grifica que el punto buscado es (5, 9).
Por lo tanto, la solucién de la ecuacién 9 = 3x — 6 es x = 5.
Dicho de otra manera para x = 5, la funcién y = 3x —6 vale 9,
Veamos otro ejemplo que afiance estas ideas,

Ejemplo. En la siguiente figura se ilustra la grifica de la fun-
cion lineal ¥ = —-2x + 6.

a) ¢Qué punto de la grifica tiene ordenada 4?
a’) ¢Para qué valor de x la funcién y = —2x + 6 vale —2?
a”) (Cudl es la solucién de la ecuacion 4 = —2x + 67

Para contestar estas preguntas trazamos sobre la figura la recta

paralela al eje de las abscisas y que pasa por el punto 4 del eje de
las ordenadas.

Veamos en la grifica que este punto es (1, 4). Por lo tanto
podemos contestar a las tres preguntas anteriores:

a) El punto de la grafica que tiene ordenada 4 es (1, 4).
a’) ¢Para qué valor de x la funcién vale 4?

a”) 1 es solucién de la ecuacién 4 = —2x + 6,

Ejercicio 12, Trazando las rectas convenientes en el dibujo del
ejemplo anlerior conteste las preguntas siguientes,

a) ¢Qué punto de la grafica tiene ordenada —27
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a’) ¢Para qué valor de x la funcién y = 2x + 6 vale — 2?
a’’) ¢Cuél es la solucién de la ecuacién —2 = —2x + 67

b’y ;Para qué valor de x la funcién vale 8?

¢”) yCuél es la solucién de la ecuacién 0 = —2x + 67
d”y ;Cuil es la solucién de la ecuacion 10 = —2x + 67

Ejercicio 12 En la siguiente figura se ilustra la gréfica de la
ecuacion y = 2x — 4. Utilizdndola conteste las siguientes preguntas.

i AT

a) ;Qué punto de la grifica tiene ordenada 6?

a’) ¢Para qué valor de x la funcién y = 2x — 4 vale 6?
a”) Cual o¢ la solucidon de la ecuacién 6 = 2x — 4?
b) ¢Qué punto de la grifica tiene ordenada 27

by ¢Cudl es la solucién de la ecuacion 2 = 2x — 47
¢’) ¢Para qué valor de x la funcién y = 2x — 4 vale 07
¢”) ¢Cudl es la solucién de la ecuacion 2x — 4 = 07

v i o4 = = 4?
d”) ;Cudl es la solucién de la ecuacién 2x — 4 = 47
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€”) ¢Cudl es la solucién de la ecuacién 2x — 4 = —99
£7) ¢Cual es la solucién de la ecuacién 2x — 4 = —47?

En los ejemplos y ejercicios anteriores hemos observado que

La solucion de la ecuacion
ax + b =¢

es la abscisa del punto de interseccion de la grciﬁc_d de la
funcion

y=uax + b

con la recta paralela al eje de las abscisas y que pasa por el
punto ¢ del eje de las ordenadas.

En particular,

La solucion de la ecuncion
ax + b =0

es la abscisa del punto de interseccion de la grifica de la
funcion

y=ax + b
con el eje de las abscisas,

Ejercicie 14. En un papel cuadriculado dibuje la grifica de la
funcién dada por
y=4x — 2
Utilizdndola, encuentre la sclucién de las ecuaciones siguientes:
a) 4x — 2 =2
b) 4x — 2 = —2
c) d4x — 2 =0

d) 4x - 2 = —8
e) dx —2 =75
f) 40« — 2= —4

Ejercicio 15, Con el método grafico que hemes estudiado en-
cuentire la solucién de las ecuaciones siguienies.

2) —dx -8 = —12 d) —4x — 8= -4
b) —4x-8= 0 e) —4x—8=—10
c) —4d4x —8=4 t) —4x —-—8=28
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5. RESOLUCION DE FROBLEMAS

Resolveremos ahora algunos problemas cuyo planteamiento da
origen a ecuacicnes de primer grado en una incdgnita.

Ejemplo, Encontrar dos ndmeros entercs consecutivos  cuya
suma sea 33.

Si % denota a un nUmero entero, su consecutivo €s x +
condiciones del problema indican que la suma de x con x
53. Es decir, tenemos que

x+ (x+ 1) =53

. Las

1
+ 1 es

Simpliticando, obtenemos
2x + 1 = 53.

Al resolver esta ecuacién, como hemos aprendido a hacerlo, ob-
tenemos x = 26. Por lo tanto x + 1 = 27 y la respuesta al pro-
blema es:

Los dos niimeros consecutivos cuya suma es 53 son 26 y 27.

Ejemplo. En una dieta el 16% de las calorias las proporcionan
los prétides, el 34% de las calorias las proporcionan los lipidos
y los glicidos proporcionan 1 350 calorias (las calorias de una dieta
estan dadas por glicidos, prétidos y lipidos). ¢Cudntas calorias tie-
ne esa dieta?

Si representamos con c¢ a las calorias de la dieta, segin los datos
del problema tenemos que los prétidos proporcionan .16¢, los lipi-
dos .34c y los ghicidos 1350 calorias. Podemos establecer la ecua-
cion

16¢ + .34e¢ + 1350 = c.

La solucién de esta ecuacién es la solucién del problema. En este
caso resulta ¢ = 2 700, (Resuelva la ecuacion. )

Ejemplo. Sabemos que la distancia d de un cuerpo en movi-
miento uniforme es igual al producto de la velocidad v por el tiem-
po t. Es decir

d = vt

Si un avién necesité 3 horas y media para recorrer 3 250 km,
(cudl fue su velocidad?
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Tenemos que

3250 =v % 3.5,

es decir,
3250
U= = 900 km/h
3.5
Ejemplo. La distancia aproximada del Sol a la Fierra es de

150 miﬂones de kilometros. (Qué tiempo tarda la luz del Sol en lle-
gar a la Tierra? (La velocidad de la luz es de 300 000 km /seg ),

Sea t el tiempo que tarda la luz en llegar del Sol a la Tierra
Sabemos que d = wt, en donde d = 150 000 000 y v = 300 000 En-
tonces

150 000 000 = 300 0001,

Por lo tanto t = 500 segundos, es decir, 8 minutos y 20 sezundos.

FROBLEMAS

1. La suma de dos numeros enteros consecutivos es 327 |, Cui
les son esos nameros?

2. La suma de dos nimeros enteros consecutivas es — 47, JOud-
les son esos nimeros?

3. La suma de dos nimeros enteros pares es 634, ,Cui-
les son esos numeros?

4. La suma de dos numeros enteros pares es 188, ;Cua-
les son esos niimeros?

5. Halle dos numeros pares consecutivos tales que el doble del
menor menos el guintuplo del mayor sea — 148,

6. Halle cuatro enteros consecutivos tales que su suma sea
—58.

7. Halle dos enteros consecutivos tales que el triple del mayor.
menos el doble del menor, sea 36.

8. Si a cierto nlmero se le suma su doble y luego se resta 14.8.
el resultade es —32.5. ;Cuil es ese nimero?

9. Si al doble de un numero se le resta
7.1. (Cual es ese mimero? (Solucién: —4.8)
~10. Un individuo en reposo necesita 23 calorias por kilogramo
de peso al dia y para hacer sy trabajo necesita 12 calorias adiciona-

16.7 el resultado es
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les por kilogramo de peso al dia. jCuéantos kilogramos pesa dicho
individuo si necesita por estos dos conceptos 2 380 calorias al dia?

11. En unz dieta, la mitad de las calorias estin dadas por los
ghicidos, y los protidos proporcivnan 320 calorias, Si entre los gli-
cidos y los protidos proporcionan 1520 calorias, jde cuéntas calo-
vias es la dieta?

12. Si en una dieta el 55% de las calorias lo proporcionan los
glacidos. el 15% de las calorias los prétidos, y los lipidos propor-
cionan 800 calorias, ;jcuintas calorias contiene la dieta?

13. Una racién de 100 gramos decarne contiene 4 gramos mas de
proteina que el doble de la que contiene un huevo; si 100 gramos
de carne y un huevo proporcionan 25 gramos de proteina, jcudrntos
gramos de proteina contienen 100 gramos de carne y cuantos gra-
mos de proteina contiene un hueve?

14. Fn un grupo de una escuela secundaria el 60% son hom-
bres. Si hay 18 mujeres, jcudntos alumnos hay en el grupo?

15-Ta Reputblica de Nicaragua tiene 990 kilometros de costas
en el océano Atlantico’ y en el océano Pacifico. Si la costa del
Atlantico es 150 km mayor que la costa del Pacifico, jcudntos kilo-
metros mide cada una de las costas?

16. El aire es una mezcla de gases en la cual la quinta parte
es oxigeno. ;En cuantos litros de aire habra 480 litros de gases que
no son oxigeno?

17. En 1967 México ccupé el primer lugar en la produccion
mundial de plata. Si en ese afio la produccién mundial fue de 7 200
toneladas, ;cudl fue la produccién de México si el resto de los pai-
ses produjeron 955 toneladas més que el cuddruple de lo que pro-
dujo Méxica?

18, En 1068 el ntmero de habitantes de Asia era 470 millones
mayor que el triple del nimero de habitantes de América; si la
poblacién de los dos continentes era de 2 386 millones de personas.
jcual era la poblacién de cada uno de estos continentes en ese ana?

19. La poblacién de América representa el 14% de la pobla-
cién mundial. Si en los otros continentes hay 3 004 millones de
habitantes, jcual es la poblacién de la Tierra?

20. Fl rio Amazonas tiene una longitud 900 km mayor que el
doble de la longitud del rio Bravo; si entre los dos riog tienen una
longitud de 8 400 km, ;jcudl es la longitud de cada rio?
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21. La Repiblica Mexicana tiene 9 219 km de costas, tanto en
el Golfo de México y el Mar de las Antillas como en el Océano Pa-
cifico. Si la costa del Pacifico es 1386 km mayor que el doble
de 2 costa del Golfo y las Antillas, jqué extension tiene cada una de
las costas?

22. Al preducirse una explosién, entre el momento en que se
observa el fogonazo y el moments en que se escucha la explosién
transcurren 4 segundss. ;Cudl es la distancia a la que sucedié la

I}’l?

explosién si sabemos que el sonido recorre 340 sep
ol

23. El triptéfano y la metionina son dos aminoacidos de gran
importancia en la nukticién humana. Un adulto necesita 2.7 gramos
de estos dos aminodcidos. jCudl es el requerimiento de cada uno de
estos aminoacidos si el requerimiento de metionina cs 200 mili-
gramos mayor que el cuddruplo del requerimiento de triptéfano?

24. Los salicilatos de sedio (aspirina) son de gran utilidad en
€l tratamiento antiinflamatorio de algunas enfermedades. Si la do-
sis recomendable en clerto tratamiento es de 5 centigramos por
kilograme de pesc del enfermo, (cuantos kilogramos pesa un indi-
viduo al que se le rocetan 3 gramos de aspirina?

25. En una escuela secundaria mixta, €l 42% del alumnado es de
mujeres. Si hay 464 varones, jcudntos alumnos tiene la escuela?

El concepto de densidad, que es la razon de la masa al volumen,
es de gran utilidad en la resolucién de algunos problemas. Esta ra-
zon puede expresarse asi:

m
e
[

(D es la densidad, m la masa y v el volumen).

26. La densidad del oro es de 19.3 i ¢Cudl es el volumen de
C]n.!

una estatuilla de dicho metal que tiene una masa de 825 gramos?

27. La solucion que se emplea en los acumuladores es una mez-
cla de deido sulfarico y agua destilada con una densidad de 1.240.
¢Cuil es la masa de 1850 cm? de dicha solucién?

28. 5i 8 ¢cm* de mercurio tiemen una masa de 108.8 gramaos,
scudl es la densidad del mercurio?
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Fn las aleaciones para la fabricacién de joyas o monedas e w5l
mezclas de algin metal fino, como oro o plat:a, v un metal pobre1 .
generalmente cobre. Por un acuerdo internacional se llama lfy ; a
razém que existe entre el peso del metal fino y el peso total de la alea-
cidn, Esta razon se expresa asi: -

L_F
= 4

(L es la ley, F el peso del metal fino y Tel peso total de la aleacién ).
Se acostumbra expresar la ley en milésimos. e )
29. Un joyero tiene un lingote de oro y cobre que pesa 1.._‘280 k]l
logramos, con ley 0.800. ¢Cudntos gramos de oro puro contiene €
ingote? _ -
: ggo. Se desean fabricar monedas de plata de lf?y 0.720. Si se .I_.‘.IEHE
un lingote de ley 0.600, con un peso de 2.100 kilogramos, jcudntos
gramos de plata pura deben agregérsele para poder hacer las mo-
nedas con la ley deseada?



Muchos problemas conducen al planteamiento de sistemas de ecuaciones

lingales. Las gréficas de estos sistemas
matemaiticas.

juegan un papel muy importante en

SEXTA UNIDAD

SISTEMAS DE ECUACIONES

OBJETIVOS PARTICULARES
Al concluir el desarrollo de la presente unidad, el alumno:
I. Establecera el concepto de sistema de ecuaciones con dos

__variables.

II. Resolverd sistemas de ecuaciones lineales con dos variables
utilizando diferentes procedimientos.

1. PROBLEMAS LINEALES

La mayor parte de las personas esti acostumbrada a que los pro-
blemas que se plantean tengan solamente una solucién. Sin embar-
go, hay muchos problemas que tienen més de una solucién. Por
ejemplo,

“encuentre dos nimeros cuya suma sea §7
“encuentre dos niimeros tales que el cuadrado del primero sea el
segundo”,

son problemas que tienen muchas soluciones:

En el primero vemos que

1+8=9 12+ (—3).=9
9+0=9 ~1+10=9
45+45=9 etc.
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En el segundo,

3% =9 (=8)z=8 108 =100
f=25 =0 etc.
Ejercicio 1.

a) Plantee varios problemas que tengan mas de una solucidn,

b) ;Cudntas soluciones tiene una ecuacién de primer grado en
una incégnita?

Resolver un problema que tiene muchas soluciones significa
describir el conjunto de todas las soluciones posibles. Para aclarar
cémo se puede describir, en algunos casos, el conjunto de tedas las
soluciones regresemos al primer problema de “encontrar dos ntime-
ros tales que el primero mds el segundo sea 9”. Observemos que las
soluciones son parejas de nimeros:

1,8 12, —3
9,0 —1, 10
4.5, 4.5 etc.

Recordemos que los puntos del plano cartesiano tienen dos coorde-
nadas (son parejas de numeros). Se ocurre entonces marcar en el
Plano cartesiano los puntos cuyas coordenadas son las parejas que
hemos obtenido como soluciones:

1

@ (— 1,10

2 (1.8)

a (4.5, 4.5)

o (9 0)

ERd

2 (12, —3)
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Ejercicio 2.
a) Compruebe que las siguientes parejas de nimeros son solu-
ciones del problema.

(2, 7) (0. 9) (3. 6) = (5,4)
(=1, 1) (6. 3) (11, —2) (7, 23

b) Marque én la gratica anterior las soluciones mencienadas en
el inciso a).

Si cbservamos los punics marcades apreciamos que todos estdn
en una linea recta. Se puede verificar que cualquier otra solucitn
del problema estd también en esa recta. Inversamente, cualguier
punto de la recta es solucidén del problema,

Asi pues. la descripcién del conjunto de soluciones en esie caso
es la linea recta que hemos mencionado.

Ya

Ejercicio 3. Encuentre puntos en la recta anterior (distintos de
los que se han marcado) y verifique que la abscisa més la ordenada
esigual 2 9.

En el segundo problema de la intro-
duccién, “encontrar dog nimeros tales que €l cuadrado del primero
sea el segundo”, las soluciones son parejas de nimeros. Sin embar-
go, al marcarlas en el plano observamos que los puntos obtenidos
no estdn en una recta.
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Ejercicio 4.

a) Compruebe que en las siguientes parejas de nidmeros, el cua-
drado del primero es igual al segundo.

(2.4) (3, 9) (—2,4) (—3,9)
(—=1.1) (0, 0) (L, 1)
b) En el plano cartesiano dibuje los puntos que corresponden a

estas soluciones y observe que no estdn en una recta. (Estos puntos
€starn en una curva que se llama pardbola.)

Las consideraciones anteriores nos muestran una gran diferen-
cia entre el primexo y el segundo problema. En el primero, todas las
soluciones estdn en una recta; no asi en el segundo.

Aquellos problemas gue, como el primero, tienen todas sus solu-
ciones en una linea recta se acostumbran llamar, por esta razom,
problemas lineales.

A continuacién se da una lista de problemas que tienen muchas
soluciones. Algunos son lineales y otros no.

Encontrar dos ntimeros tales que

tres veces el primero mds el segundo es igual a cinco.
el cuadrado del primero es igual a dos veces el segundo.
el primero entre el segundo es dos.

el primero por el segundo es treinta.

el primere menos el segundo es ocho,

6. cuatro veces el primero més dos veces el segundo es igual a
veinte.

7. cinco veces el primero menos tres veces el segundo es igual
a quince.

Ul WD e

Los problemas 1, 3, 5, 6 y 7 son lineales. Los demas no.

Ejercicio 5. Tomando en cuenta las siguientes relaciones en-
cuentre dos soluciones de cada uno de los problemas anteriores.

3X24+0=5 42 =2%8§

6 6% 5=30

3 4X2+2X6=20
9-1=8 3xX4+(-7)=56
5X6—-3X5=15 8

62 =2 X 18 a2
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3 10 =30 12—-4=28
4X3+2X4=20 S5X 12 -3 X 156=15

(Por ejemplo, 3 X 2 + 0 = 5 indica que (2, 0) es solucion del pro-
blema 1 pues tres veces el nimero 2 mas €l nimerd cerc es igual a
cinco. )

Ejercicio 6.

a) Verifique que (6, 5), (10, 3) y (5, 6) son soluciones del
problema 4.

b) Marque estos puntos en un sistema de coordenadas. Com-
pruebe que no estdn en una recta y, por consiguiente, que el pro-
blema 4 no es lineal. (Las soluciones de este problema estdn en una
curva que se llama hipérbola.)

2. ECUACIONES LINEALES Y SUS GRAFICAS

El primer problema mencionado en la seccién anterior, “encuen-
tre dos numeros tales que la suma del primero y el segundo sea igual
a 97, puede expresarse mediante la ecuacion

x+y=9,
en donde x representa el primero de los niimeros y y el segundo.

Los problemas 1, 3, 5, 6 y 7 de la lista del final de la seccién
anterior. que son lineales, pueden expresarse mediante las ecuaciones

1. 3x+y=35 3. =2y
5 x—y=28 6. 4x + 2y = 20
7. 5x — 3y = 15

Ecuaciones come las anteriores reciben el nombre de ecuaciones
de primer grado en dos incégnitas, o bien, ecuaciones Lineales.

En general, una ecuacién de primer grado en dos incogmnitas es
una ecuaciém de la forma

ax + by =c¢

en donde a, b y ¢ son ciertos nimeros (a o b distintos de cero).
En los siguientss ejercicios observaremos que las soluciones de
ecuaciones lineales estin en una recta.
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Ejercicio 7.
a) Compruebe que las parejas (1, 2), (—1, 8), (2, —1) son
soluciones de la ecuacién
3x +y =25
b) Marque estas soluciones en el plano cartesiano y observe gue
estdn en una recta.

¢) Trace la recta que pasa por estos puntos, Margue después
varios puntos sobre la recta, distintos de los anteriores y finalmente
compruebe que sus coordenadas son solucién de la ecuacién.

Fjercicio 8. Proceda como en el ejercicio anterior con los datos
(4,0), (2, 5), (0, —10) y la ecuacion 5x + 2y = 20.

Lo que hemos observado en los ejercicios anteriores es cierto en
general:

Los puntos que corresponden a soluciones de una ecua-
cién de primer grado en dos incognitas forman una recta.

Sabemos que para determinar una recta son suficientes dos pun-
tos. Por lo tanto, si conocemos dos soluciones de una ecuacion
lineal en dos incégnitas conoceremos ya todas las soluciones pues
éstos son los puntos de la recta que pasa por esos dos puntos. Reafir-
memos lo que acabamos de decir con ejemplos y ejercicios.

Eiemplo., Las parejas (2, 2) y (4, 0) son soluciones de la ecua-
cién x + y = 4. '
La grafica de estas dos soluciones es la siguiente:
YJ.L

4 1o

2+ 8 (2, 2)

e
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La grafica de todas las soluciones de esa ecuacion, » + y = 4,
es la recta que pasa por esos dos puntos.

YA

N

(2, 2)

(4, 0

Asi, cualquier punto de esta recta representa una solucion de la
ecuacion ¥ + y = 4. Por ejemplo, las coordenadas del punto rojo,
marcado en 12 grifica, son x = 3,y = 1 y ésta es una solucién de
la ecuacion. Efectivamente 3 + 1 = 4,

Ly

54

Ejercicio 9. Determine las coordenadas de los otros puntos,
marcados en la grafica, y compruebe que son soluciones de la ecua-
cibn x + y = 4.
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Ejercicio 10, Observe la siguiente grafica de soluciones de la
ecuacién x + y = 6.

¥

Considerando que las siguientes parejas son soluciones de la
ecuacion x + y = 6, utilice la grifica anterior para encontrar el
niimero que falta en cada pareja.

a) x =0, y =[6] b) x = 4.5,y =[1.5]
¢) x= —3, y =[8] d) x=175, y=

e) x=_,y=0 £) =, y=2
g) x= ,y=25 h) x=01,y=—2

En el ejercicio anterior habra usted notado que, teniendo la gra-
fica de las soluciones de una ecuacién, es fécil completar cualguier
pareja de ntmeros de modo que ésta sea una de las soluciones.
Todo se reduce a localizar la ordenada de un punto cuando conoce-
mos su abscisa; o bien, localizar la abscisa del punto cuando cono-
cemas su ordenada,

El trabajo que hemos realizado en ese ejercicio también puede
efectuarse sin tener la grafica de las soluciones. Por ejemplo, si nos
piden completar la pareja

xX=4,y =
de manera que resulte una solucién de la ecuacién x + y = 7, pode-

mos sustituir 12 x por el valor que nos han dado y asi obtenemos una
ecuacion con una sola incégnita.

o e

B T

RS TS
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x+y =17
4 +y =17
Al resolver esta ecuacién hallamos que
4 4+y—-—4=7—4
y=23

El valor de y es 3 cuando €l valor de x es 4. Esto es, la pareja
(4, 3) es solucién de la ecuaciéon x + y = 7.

Asi como hallamos el valor de y correspondiente a un valor dado
de x, también podemos hallar el valor de x correspondiente a un
valor dade de y. Por ejemplo, completemos la pareja

x = ¥y =25

de modo que sea solucién de la ecuacion x + y = 7.
Sustituimos la y por su valor 5.

x+y=7
x+85=17

Resolvemos esta dltima ecuacién y hallamos que x = 2. Esto es,
el valor de x es 2 cuando y = 5.

Ejercicie 11. Complete las siguientes parejas de manera que
cada und de ellas sea solucién de la ecuacion x + y = 7.

a) x=1y= b) x =5, y=
C)x:.57y=f d)x="3',y-_—
ey x=-—3, y= 1

) Y f}x:_§y=
g)x=",y=4 h) x=8 =T
i)x=1 ,y=-2 . 2
) v == y=

Ejercicic 12. Las parejas anotadas en la siguiente tabla son
soluciones de la ecuacién x + y = 5. Complete la tabla.
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i
L 3 5 =2 6 =
3

Bjercivio 13 Anote usted en la dltima columna de la tabla
anterior cualquier pareja de nameros que sea solucién de la misma
ecuacion x + y = 5. Fije primero un valor para x y encuentre des-
pués el correspondiente valor de y.

Ejercicio 14, En cada inciso complete la tabla y trace la gra-
fica de soluciones de la ecuacién dada.

a) x +y=3

X |y

YA
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d) x +y = —2
x|y YA
0
=& o1 :
4
2

Ejercicio 15, Trace la grifica de soluciones de cada una de las
siguientes ecuaciones lineales. (Encuentre primeroc dos soluciones.)

2x +y=5x—y=0,x— 2y = 4.

Ejercicio 16. En un mismo sistema de coordenadas trace las
graficas de soluciones de las ecuaciones

x+y=2>5 3x+y=11

) Tienen algiin punto de interseccién las dos rectas trazadas?
¢Hay alguna solucién de la primera ecuacién que sea también solu-
cién de la segunda? En caso de ser asi, jcuél es la solucién comin?

Biercicio 17. En un mismo sistema de coordenadas trace las
graficas de soluciones de las ecuaciones x + y = 4, x + y = 2.

Observe que las dos rectas que usted trazdé son paralelas; no
tienen ningin punto comun. ;Hay alguna solucién de la primera
ecuacién que sea también solucién de la segunda?

3. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

En las secciones anteriores hemos hablado de las soluciones de
una ecuacién lineal. Ahora trataremos las soluciones comunes a
varias ecuaciones lineales.

Consideremos el siguiente problema. Hallar dos nGmeros tales
que el primero méis el segundo sea 9 y que, ademdés, el primero
menos el segundo sea 3.
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La primera condicién del problema, que la suma sea 9, se puede
expresar mediante la ecuacién
x+y=298
y la segunda, mediante la ecuacion
x —y =3

Las soluciones de la primera ecuacién son los puntos de la
recta I:

Hi —=X

#

Como los niimeros que buscamos deben satisfacer las dos condicio-
nes al mismo tiempo, la pareja formada con estos nfimeros debe ser

— i

i B b — i s e
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solucidén tanto de una ecuacion como de la otra. Por lo tanto, es-
ta solucién comim es el punto de la interseccion de las dos rectas:

Asi pues, los niimeros buscados son 6 y 3. En efecto, 6 + 3 = ¢
v & — 3 = 4.

En casos como el anterior, en Iugar de hablar de las soluciones
comunes a dos ecuaciones se acostumbra hablar de las soluciones de
un sistema de ecuaciones, lo cual se indica con una llave

x+y=29
{ x =y =23
En general un sistema de dos ecuaciones de primer grado en dos
incognitas es de la forma
ax + by = k
cx + dy =1

y una solucién del sistema es una solucion comdn a las dos ecua-

ciones.

Tomando en cuenta gue las soluciones de cada una de las ecua-
ciones de un sistema es una recta y que las soluciones del sistema
son las soluciones comunes, vemos que se pueden presentar los tres
casos siguientes:

Primera, Las rectas se cortan en un punto. En este caso:
El sistema tiene solamente una solucién
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Y4
\ 1

Solucion del
sistema

Segunde.  Las rectas son paralelas (y distintas).
En este caso, como las rectas no se intersecan, no hay solucién
comin, Es decir:

YA

"

s B
/

El sistema no tiene solucién. (A veces se dice que el sistema es
inconsistente o incompatible. )

~ Mercero. Las dos ecuaciones tienen como conjunio de solucio-
nes a la misma recta.
YA

— X
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En este caso todas las soluciones de una ecuacién lo son de la
otra. Por lo tanto, en este caso:
El sistema tiene una infinidad de soluciones.

A continuacién resolveremos graficamente varios sistemas de
ecuaciones e ilustraremos los distintos casos que se pueden presentar.

[Eiemplo 1. Para resolver el sistema

J’x-{—y

| 2x + 5y

8
25

Il

trazamos las rectas formadas por las soluciones de cada una de las
ecuaciones:

¥t

| ==

\
~

Estas dos rectas no son paralelas y se intersecan en el punto (5,
3). Por lo tanto, la solucién del sistema es x = 5,y = 3.

Ejemplo 2, El sistema

{2x+3y=4.5.
dx + 2y = 7
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determinar las siguientes rectas:

vl
\

]

(1.5 8)

Hay una solucién que es x = 1.5, y = .5.

Ejemplo 3, E] sistema

x+y=1
X+ ¥y

determine las siguientes rectas:

\Y‘l

i
wn

N

NS ppreery

En este caso las rectas son paralelas y el sistema no tiene solucién.
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Ejempio 4, El sistema
x+ y=4
2x + 2y = 8

da lugar a una sola recta pues las dos ecuaciones determinan Ia
misma recta:

En este caso, cualquier punto de la ruta marcada es solucién del
sisterna. Por lo tanto. el sistema tiene una infinidad de soluciones.

Ejercicio 18, Resuelva graficamente cada uno de los siguientes
sistemas de ecuaciones lineales,

X +y=2 [x—-—y=1 J'Ja+y=6

{x~y=0 {x+y=5 lr+y=5
o= Y=y 2x +y = 10 x—y=—2

{ﬂx—ﬂy: A —y=28 {2x+y=]1
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4. RESOLUCION ALGEBRAICA DE SISTEMAS
DE ECUACIONES

En la seccién anterior aprendimos a resolver graficamente sis-
temas de ecuaciones de primer grado en dos incégnitas. Sin embargo,
como usted ya habra observado, este procedimiento no es muy exac-
to debido a errores de dibujo y de medicién. Ahora estudiaremos
como resolver algebraicamente estos sistemas.

Para esto observaremos primero una propiedad importante.

Consideremos un sistema de ecuaciones lineales, por ejemplo,

2x— y=0
{x+3y=7

Las graficas de las soluciones de las ecuaciones son las siguientes
rectas que, como vemos, se cortan en el punto (1, 2), que es la so-
lucién del sistema.

I

Y

Formemos ahora otra ecuacion “sumando las dos ecuaciones miem-
bro a miembro”, es decir,

2x— y=20
+ x+3y=7
3x+ 2y =7

Al trazar la grifica de esta nueva ecuacion, observamos que la recta
pasa también por el punto (1, 2):

;ii\ll.‘*\?c

Si en vez de “sumar”, “restamos” las ecuaciones, encontramos
otra ecuacion

_ 22— y=20
x+3y=17
x— 4y = =7

Al trazar la grafica de esta ecuacién observamos que esta recta tam-
bién pasa por el mismo punto (1, 2):

Y4

1
i

) Bjereicio 19, Proceda como en el ejemplo anterior con las ecua-
clones del sistema

{2x+ y=>5
x—2y=0
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Es decir, calcule su “suma” y observe que la recta de soluciones de
la ecuacién observada pasa por el punto de interseccién. Despugs
“reste” las ecuaciones y observe lo mismo: Para facilidad, se dan a
continuacién las rectas correspondientes a las ecuaciones del sistema:

YA

Las propiedades que se observaron en el ejemplo y en ei ejercicio
que anteceden no son casuales, Valen para cualquier sistema de ecua-
ciones que tenga una solucién.

Lo anterior demuestra que si el sistema

ax -+ by =%k
{cx +dy =1
tiene una solucién entonces el sistema
' ax + by =k
{ (a+e)x+(b+d)y="hr+1
tiene la misma solucidpn. También, el sistema
ax + by =k
{ (a—cx+(b—dy=h—1
tiene is misms solucidn:
Estos resultados los aplicaremos ahora para resolver sistemas de
ecuaciones.
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Ejemplo 1. Resolveremos el siguiente sistema

x+y=9

{x —y=3

Sabemos que si sumamos las ecuaciones
xty=9

+ x — y=3
2x =12

x+y=9
(2x =12
éste tiene la misma solucién que el sistema original, Ahora bien, este

nuevo sistema es muy facil de resolver. En efecto, la segunda ecua-
cién tiene sclamente una incdgnita. Al resolverla, cbtenemos

12

y formawios el sistemna

Para hallar ahora el valor de y sélo tenemos que sustituir x = 6 en
la primera ecuacién:
x+y=29, 64y =29, y=9—6=3,
Encontramos asi que la pareja x = 6, y = 3 es la solucién del
sisterna.

Comprobucion.

xt+ty=29 x—y=3
6+3=9 6—3=3
Ejemplo 2. Para resolver el sistema
{33‘: +y =17
xX+y=29
conviene “restar las ecuaciones miembro a miembro”.
 3x +y=17
x y =9
2x =8
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porque de esta manera, segun vemos, se obfiene una ecuacién con
una sola incognita, Sabemos que el sistema

3x +y=17

2x =8
tiene la misma solucién que el sistema dado. Resolvamos pues el
segundo sistema:

2x = 8, x =§ x =4
Sustituimos x = 4 en la primera ecuacion
3x +y =17 12 + y = 17, y=>5.
y de esta manera encontramos la solucién x = 4, y = 5.
Comprobacion,
3x +y=17 3 X4 +5=17
{ x+y=9 { 4+5=9

Fjercicie 20. Ta]l como se hizo en los ejemplos anteriores re-
suelva los siguientes sistemas de ecuaciones,

a) (dx+ y=11 b) (3% + 5y = 2

4x + 2y = 2 lx—.5y=l4

¢) [5x + 4y = 33 d) (3a+ 5b =21

Bx + y =27 8ad — 5b=1
Ejemplo 3. Resolveremos ahora el sistema
2x + 5y = 25
{ x+ y=28

En este caso, si tomamos las ecuaciones tal como estan y las “suma-
mos” o “restamos”, no eliminamos ninguna incégnita. Asi que pri-
mero vamos a2 multiplicar por un mismo numero los dos miembros
de una de ellas (con ¢llo, no alteramos las soluciénes). Por ejemplo,
podemos multiplicar por 2 los dos miembros de laecuacién x + y = 8
y obtenemos

9x + 5y = 25
9x + 2y = 16
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y asi podemos proceder a “restar miembro a miembro” o, como se
dice simplemente, “restar las ecuaciones™:

2x + Sy = 25
— 2x'+ 2y = 16
3y=296
Resolvermos esta filtima ecuacion:
3y =9, y=3

y sustituimos el valor de y en cualquiera de las ecuaciones del sistema
para hallar el valor de x; por ejemplo, en la segunda:

x+y=8§, x+ 3 =8, x=5

Asi encontramos la solucion del sistema presentado originalmen-
te; es la pareja x =5, y = 3.

Comprobacisn.

2x + 5y = 25 2X5+4+5%X3=25

x+ y=8 5+3=38

Ejercicio 21. Tal como se hizo en el ejemplo, resuelva los si-
gulentes sistemas de ecuaciones

a){3x+2y=23 b) [2x + y =10

x+ y=1 x4+ 3y =15

c) x+ 3y =3 d) (6x + 2y = 28
3x + 2y = 16 9% — y =1
Ejemplo 4, Resolvamos ahora el sistema

{;‘Zac-l-?,y:lﬁl

3x -4y =4
Con el fin de que los coeficientes de x sean iguales podemos mul-
tiplicar la primera ecuacién por 3 y la segunda por 2:

3) {2x+3y==14 {6x+9y=42

2) [B3x —4y =4 6x — By =8
Restamos ahora las ecuaciones y resolvemos el sistema:

6x + 9y = 42 9x + 3 K2 =14 Qx =8
6x — 8y = 8 2x + 6= 14 x=4
y=2 2x = 14 — 6

La solucién es x = 4, y = 2.
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Ejercicio 22, Tal como se hizo en el ejemplo, resuelva los si-
guientes sistemas de ecuaciones

3x + 2y = 12
a)

ox — 3y =1

{2x—4y:10'
c)

3x — 3y = 22.5

dx — 3y = 23.5
b)

5% + 5y = 42.5
7a —5b = —7
d)
2a +3b =135

El método que acabamos de usar para resolver sistemas de ecua-
ciones suele llamarse “procedimiento por reduccién” pues con €l
se reduce el sistema a otro mas sencillo y que tiene la misma
solucion.

Veremos ahora otro procedimiente que se acostumbra llamar
“procedimiento por sustitucion”.

Ejemplo 5.
{35:‘ + 2y = 1
— 9y =3

Expresamos x en términos de y en una de las ecuaciones por
ejemplo en la segunda:

x =3+ 2.
Sustituimos esta expresion para x en la otra ecuacién:
3(3+2y) +2y=1

y obtenemos una ecuacién de primer grado en una incégnita, la cual
ya sabemos resolver:

Finalmente, en la expresion x = 3 + 2y sustituimos y por su
valor:

x=3+2(—-1)=3—-2=1.
Asi pues, la solucib(nes x = 1,y = —1.
Ejemplo 6.
2x + 3y = 14
{3x-—4y=4
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Expresamos una incognita en términos de ia otra utilizando una
de las ecuaciones. Por ejemplo, escribimos
4+ 4y
I

Sustituimos esta expresién en la ofra ecuacién:
4+ 4
2( . y) + 3y = 14

Obtenemos asi una ecuacién de primer grado en una incdgnita, la
cual ya sabemos resolver:

8 + 8y

3x =4 + 4y,

+ 3y = 14; 8 4 8y + Sy = 42; 8 + 17y = 432;

17y = 34; y = 2.

Luego encontramos x:

O sea, la solucién es x = 4, y = 2.

Fjercicio 23. Utilizando cualquiera de los procedimientos que
hemos estudiado, “grafico”, “por reduccién” o “por sustitucién”, re-
suelva los siguientes sistemas. (En algunos casos hay que 51mp11-
ficar” primero las ecuaciones. )

4x — 2y =0 b){3x+2y=5
10x — 2y = 6 6x + 3y =9
2u + 5v =0 g {2x=3x+y_
u+20—3+u x+y=2+y
3x + 5y =8 + 3x £ {2u+v—2+v
e)
{5x+3y-—17 w—v=2u—2
3x + 5y =5x —y — 20 by xt+ty=2—3x—y
&) 2% + 2y =x 2w +2y=1—2x — Y
lrloyg
3x=56—2y x oy
i) Y
3x+y=9— 3x — 2y 1_1_0
x Yy
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5. PROBLEMAS

En esta seccién resolveremos algunos problemas cuyo plantea-
miento da origen a sistemas de ecuaciones de primer grado en dos
incognitas.

Prablems. Con 25 pesos se van a comprar timbres del impuesto
sobre la renta, cuyos precios son de $2.00 y $5.00. Si se quiere com-
prar 8 estampillas en total, jcudntas de cada precio deben pedirse?

Resolucidn,
Nimero de estampillas de $2.00 x
Numero de estampillas de $5.00 y
Total de estampillas x+y=28
Costo de las estampillas de $2.00 2x
Costo de las estampillas de $5.00 By
Costo total 2x + 5y = 25
Tenemos entonces el sistema
{ x+ y=8
2x + 5y = 25

que podemos resolver ficilmente. Multiplicamos la primera ecua-
cién por 5:

5x + by = 40
2% + 5y = 25
Al restar obtenemos
3x = 15,

dedonde x = 5. Comox +y = 8,y = 3.
ltespuesie, Deben pedirse 5 estampillas de $2.00 y 3 de $5.00.

Problema. En una papeleria se compran 2 plumas y 3 lapices
con $4.50. Se nos dice que con $7.00 se pueden comprar 4 plumas
y 2 lapices. yCudl es el precio de cada articulo?

Resolucidn.

Precio de una pluma x
Precio de un lipiz

5=

SISTEMAS DE ECUACIONES 231
Importe de 2 plumas 2x
Importe de 3 lapices 3y
Importe de la compra 2x + 3y = 4.50
Importe de 4 plumas 4x
Importe de 2 lapices 2y
Importe de la posible compra 4x + 2 =7
La solucion del problema sera la solucion de
2x + 3y = 4.50
4x + 24 =7
Multiplicamos por 2 la primera ecuacion, Obtenemos el sistema

dx + 6y =9
4+ 2y =17

Al restar obtenemos 4y = 2, por lo que y = 0.50. Sustituyendo en
la primera ecuacién obtenemos

2x + 3(0.50) =4.50

2x + 1.50 = 4.50
2x = 4.50 = 1.50
2x =3
x = 1.50
Reepuesta. El precio de una pluma es $1.50 y el de un lapiz
es $0.50.

PROBLEMAS

Los siguientes problemas pueden plantearse mediante sistemas
de dos ecuaciones en dos incognitas.

1. La suma de dos niimeros es 131 y su diferencia 55. jCuéles
son dichos niimeros?

2. Dos hombres construyeron una barda con 860 ladrillos. Si
¢l primero de ellos colocé 100 ladrillos més que el segundo, jcuintos
ladrillos colocd cada uno?

3. Si al numerador de una fraccién se le suma 1 y al denomi-
nador se le resta 2, la nueva fraccién es igual a 1. Si al numerador
de la fraccién original se le suma 7 y al denominador se le resta
4, 1a nueva fraccién es igual a 3. ;Cul es la fraccién original?
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4. Un tinaco contiene 120 litros mas que otro y entre los dos
contienen 430 litros. jCuantos litros contiene cada uno?

5. Una persona cambia 1 000 pesos en billetes de 50 y 20 pesos.
Si le dan 29 billetes en total, jcuantos billetes de cada denomina-
cién le dieron?

6. Se compraron timbres postales de $.80 y de $.40. En total
son 40 timbres y por ellos se pagaron $22.80. jCuantos timbres de
cada clase se compraron?

7. Una alberca de forma rectangular tiene un perimetro de 48
metros. Si el largo es el doble del ancho y la profundidad es de
2 metros, Jcuiantos metros cubicos de agua le caben?

8. En una peluqueria, el corte de pelo cuesta 6 pesos a los ninos
y 8 pesos a los adultos, Si se hacen el corte 28 personas en un
dia y se recaudan 200 pesos en total /jcudntos nifios se cortaron el
pelo ese dia?

9, Cuatro tortillas y dos bolillos proporcionan 434 calorias. Tres
tortillas y un bolillo proporcionan 267 calorfas, ¢Cudntas calorias
proporciona una tortilla y cuantas un bolillo?

10. En una dieta normal la diferencia que hay entre las protei-
nas y las grasas es de 20 gramos. Si se duplicaran las proteinas,
entonces se ingeririan 220 gramos de proteinas y grasas. (Cudntos
gramos de proteina y cuantos de grasa hay en una dieta normal?

11. Tres adolescentes y cuatro adultos necesitan, entre todos,
535 gramos de proteinas al dia. Dos adolescentes y cinco adultos
necesitan 450 gramos de proteina al dia. ;jCudl es el requerimiento
de proteinas de un adolescente y de un adulto al dia?

12. Una persona es maestro de secundaria y maestro de pri-
maria. En el primer empleo le descontaban 8% de su sueldo y en el
segundo 6% 1y el total de descuentos era de $250. Al aumentar los
impuestos, en su sueldo de secundaria le descontaban el 17% y en
el de primaria el 9% . Si el total de descuentos es actualmente de
$475, scual es su sueldo sin descuentos en cada empleo?

13. Un comerciante compra alcohol de dos clases. Con dos li-
tros del primero y 3 del segundo obtiene una mezcla que cuesta
$9.50 el litro. Si con 3 litros del primero y 2 del segundo obtiene
una mezcla que cuesta $10.50 el litro, jcudnto cuesta el litro de
cada una de las dos clases de alcohol?

14. Arguimedes de Siracusa, notable matematico griego de la
antigiiedad, descubrié que al sumergir en agua cuerpos de igual
peso y diferentes sustancias, estos cuerpos perdian parte de su peso y
ese peso que perdian era diferente para las distintas susStancias.
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En cierta ocasion Heron de Siracusa mandé hacer una corona
de oro y plata que pesaba 7 465 gramos. Una vez hecha, le encargé
a Arquimedes que determinara la cantidad de oro que habia en ella.
Arguimedes la sumergié en agua y encontré que perdio 467 gramos
de su peso. Si se sabe que el oro pierde 52 milésimos de su peso y la
plata pierde 95 milésimos del suyo jcuantos gramos de plata y cuan-
tos gramos de oro contenia esa corona?

15. En un nimero de dos digitos, 1a suma de los digitos es 8.
Si los digitos se invierten el nimero se incrementa en 36. ;Cudl es
el numero?

16. En un ntmero de dos digitos, la suma de los digitos es 11.
Si log digitos se invierten, el numero disminuye en 45. ;Cual es
el nimero?

17. La distancia recorrida por un movil se calcula multiplicando
la velocidad por el tiempo que tarda en hacer el recorrido (e = vt),

A una velocidad constante, un automdévil A recorre cierta dis-

3
tancia en 3 de hora y otro automévil B recorre otra distancia en

% hora y entre los dos recorren 65 km. Con las mismas velocidades

3
de antes, A recorre en % hora la misma distancia que B en i de

hora.

JA qué velocidad hizo sus recorridos A?
(A qué velocidad hizo sus recorridos B?
[ Qué distancia recorrié A en el primer caso? ;Y en el segundo?
/Qué distancia recorrié B en el primer caso? (Y en el segundo?



Templo de Mitla, Si trasladamos las figuras hacia uno u otro lado a distan-
ciag convenientes, la figura vuelve a coincidir consigo misma.

SEPTIMA UNIDAD

GEOMETRIA PLANA

OBJETIVOS PARTICULARES

Al concluir el desarrollo de la presente unidad, el alummno:

I. Establecerd conceptos de traslacién y paralelismo.

II. Estableceri conceptos de rotacién y simetria central.

I11. Establecerad conceptos de simetria axial y perpendicularidad.

IV. Hard construcciones con regla y compis.

V. Hari inferencias validas utilizando los conocimientos de la
unidad.

VI. Establecera el concepto de congruencia, a partir de los co-
nocimientos sobre rotaciones, traslaciones y simetrias.

Las transformaciones del plano desempefian un importante pa-
pel en la geometria y, en general, en las mateméticas y sus aplica-
ciones., Como veremos mAs adelante, una transformaciéon del plane
es una funcién del plano en el plamo. Una transformacién del pla-
no asocia a cada punfo P del plano un punto P, también del plano,
que se llama su imagen o su transformado.

En esta unidad se analizar4n las transformaciones del plano que
conservan la distancia entre puntos.

. TRASLACIONES

En esta seccién estudiaremos las traslaciones del plano. Para
ello conviene empezar recordando algunas ideas acerca de rectas
paralelas.
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Rectas paralelas

Sabemos ya muy bien qué son rectas paralelas entrg si, _Las Qe—
finimos como rectas que estdn en un mismo plano y que na se in-
tersecan. Ademds, sabemos utilizar una regla y uha efscuadra para
trazar dibujos que representen rectas paralelas entre si:

Fjercicio 1.

a) Trace primero una recta y después, Ut;ilizan_do una regla y
una escuadra, trace varias rectas paralelas a la primera.

b) Dibuje una recta y marque un punto fuera de ella. Llame [ a
la recta y P al punto. Trace una recta paralela a | y que pase por P.

¢) ¢Cuéntas rectas puede trazar que sean paralelas a | y pasen
por P?
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d) Si una recta l; es paralela a I, y la recta I, es paralela a I,
jes [, paralela a [;7*

La propiedad que usted habra observado al contestar la pregun-
ta ¢) del cjercicio anterior se conoce como “El quinto postulado de
Euclides” y dice:

Por un punto fuera de una recta pasa una y solamente
una recta paralela a la recta dada.

Ademdés de hablar de rectas paralelas también se habla de seg-
mentos paralelos. Se dice que dos segmentos son paralelos entre si,
si estan contenidos en rectas paralelas.

=y
\\\

Segmentos paralelos Segmentos no parelelos

Los lados de un cuadrilitero son segmentos. Se llama paralelo
gramo a un cuadriltero tal que sus lados opuestos som paralelos

-

Si AB es paralelo a DC y BC es para-

lelo a AD entonces, por definicién,
ABCD es un paralelogramo.

* A veces se comviene en decir también que tela vrecta es paralela a sf misma. Con esta

convencién, la relacién “es paralels a” es una relacibn de equivalencia en el conjunto de
todas las rectas del plano.
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Ejercicio 2.

a) Utilizando una regla y una escuadra trace un paralelogramo
tal que tres de sus vértices sean los siguientes puntos A, B, D:

A 9

b) Tres puntos no colineales determinan un paralelogramo 1ni-
co. ;Por qué? (Recuerde el quinto postulado de Euclides. )

Aunqgue pueda parecer muy simple, la propiedad que usted ob-
servé en el ejercicio anterior es importante y se utilizata con fre-
cuencia. Podemos enunciarla asi:

Tres puntos no colineales determinan un paralelogramo
y solamente uno.

Traslaciones

En la fotografia de una pared del Templo de Mitla, que aparece
al principio de esta unidad, usted podri observar como, a lo largo
de una faja, se va repitiendo una misma figura, una y otra vez,
dando asi una agradable impresion de belleza. Esto se debe, sin
Jugar a duda, a que dichas figuras son invariantes bajo traslaciones.
Es decir, que si trasladamos la figura hacia un lado, vuelve a coin-
cidir consigo misma.

En lo que sigue analizaremos el concepto matemitco de tras-
lacion. Empecemos con la siguiente actividad que nos dara una idea
intuitiva del concepto de traslacién del plano.

En primer lugar, para determinar una traslacién hay que dar
una pareja ordenada de puntos, es decir, dos puntos, de los cuales
decimos cual es el primero y cual es el segundo. Al representarios
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en un dibujo, para que nos acordemos de cual es el primero y cual
el segundo, trazaremos una flecha:

4" 4 Segundo punto

Consideremnos ahora una figura cualquiera v vamos a decir cual
es la figura trasladada (segin la traslacién determinada por la pa-
reja de puntos (4, A’)).

/
o
/

1. Coloca . ; -
FiGE tods, amos encima una heja de papel transparente y copia-
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2. Colocamos ahora nuevamente la hoja de papel sobre la hoja
original, pero de tal manera que la flecha del papel transparente
se encuentre a continuaciéon de la flecha original y sobre la misma

recta:
| ;
]

L

3. Colocando un papel carbén debajo de la figura de la hoja
transparente calcamos ésta a la hoja original; obtenemos

/) =ty
e

%

/
of

/
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Decimos entonces que al trasladar la figura original. segun la
traslacién determinada por (A, A’). obtenemos la figura calcada.

Ejercicio 3,

a) Traslade la siguiente figura (con ¢l procedimiento descrito)
segin la traslacién deterrninada por los puntos que se indican.

./"‘"I %
/

b) Proceda como antes con la figura siguiente,

S
T

s

R
-

Al trasladar una figura se obtiene otra figura que “tiene la mis-
ma forma y el mismo tamafio” que la anterior y que, ademas, es,
en cierto sentido “paralela” a la anterior. Estas propiedades intui-
tivas puede observarlas en los ejercicios y ejemplos anteriores, asi
como en el siguiente ejercicio.
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Bjercicio 4, En la siguiente figura se ilustra un segmento PQ,
una recta I y un dngulo. Efectiie la traslacién determinada por la
pareja de puntos (A, A').

Observe que

a) El traslado del segmento PQ es un segmento. Denotelo P'Q’.
La distancia entre P y Q es igual a la distancia entre P’ y Q'. O sea,
PQ = P'Q.

b) La recta [ se traslada en otra recta, digamos I’ Las rectas |
v ' son paralelas.

¢) El trasladado del dngulo es otro angulo que mide lo mismo
que el primero.

Propiedad caracteristica de las traslaciones

Si hacemos la traslaciéon del plano determinado por (A, A") y
marcamos un punto B y su trasladado,

A’
e
-
-
—~
e

—~ /
n._.}B

observamos que con los cuatro puntos se forma un paralelogramo.
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Esta observacion permite encontrar el trasladado de cualquier

punto que no esté en la recta AA’ sin necesidad de seguir el pro-
cedimiento de calcar. En efecto, podemos proceder como sigue (vea
también el Ejercicio 2).

v

®

)

Marcamos lgs dos puntos que dan la tras-

lacién y el punto P gueé queremos tras PR,
ladar. Trazamos la recta AP

- i
\ i:’ Trazamos uria paralela a AA’ gue pase por
| P.

—
Trazamos una paraleéla a AP gue pase por
A

De esta manera obtenemos el punto P’ que es el trasladado del pun-
to P, segin la traslacion determinada por (A, A").

Definicion de irasiacion

A medida que hemos ido avanzando en el estudio de las mate-
maticas nos hemos dado cuenta de la importancia que tiene el uso
de los numeros y otros simbolos para describir los fenémenos que
S€ nos presentan.

En el caso de las traslaciones, el uso de coordenadas sirve para
precisar completamente este concepto.
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Veremos a continuacion cémo hacer esto.

Consideremos un sistema de coordenadas en el plano y asocie-
mos a cada punto P un punto P’ obtenido de acuerdo con la orden
sipuiente:

| Sume 3 @ la abscisa y 2 a la ordenada.

Por ejemplo, al punto A = (1, 2) le asociamos el
punto A" = (1 + 3,2 + 2) = (4,4);
al punto B = (4, 1) le asociamos el punto
BY = (4 4 3, 142) = {7, 3):
al punto C = (—2,3) le asoclamos el punto
C'=(-2+3,3+2)=1(1,5);
al punto O = (0, 0), es decir, al origen. le asociamos el punto
O=(0+3.0+2)=1(3,2).
Dibujemos los puntos A, B, C, O y sus asociados A’, B/, C’, O":

En general, la orden que dimos permite asociar a cada punto
P del plano un punto P’:
al punto P = (x,y) se le asocia P’ = (x + 3,y + 2).
e esta manera se obtiene una funcién que tiene por dominio el
plano y por codominio el plano. O, como se dice, una transforma-
cién del plane.

Como es costumbre cuando se trata de funciones para indicar
que a un punto P se le asocia el punto P’ se escribe P — P’. Se dice
también, en estos casos que P se transforma en P* o que P’ es el
transformado de P.
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Que relacién tiene esta funcion con las traslaciones que se des-
cribieron intuitivamente antes?

Observamos facilmente que al hacer la traslacién determinada
por los puntos (Q, O’) obtenemos precisamente la transformacion
dada por la orden anterior,

oty

Las observaciones anteriores permiten dar la siguiente defini-
cién de traslacién:

Una traslacion del plano es una funcién del plano en si
mismo tal que a cada punto P = (x,y) del plano le asocia
un punto P’ de acuerde con

P=(x,y)»P=(x+a,y+b),
en donde a y b son dos nimeros que determinan la traslacion,

En el ejemplo anterior, a = 3, b = 2 y la traslacion es (x,¥)
=(x+3,y+2).

lijercicio 5. Considere la traslacién dada por

(%, y) = (x + 4,y — 2).
a) Encuentre en qué puntos se transforman los siguientes puntos.
P=(-2 2)>P=(-2+4,2—-2)=(2,0)
Q=(0,2)>Q=(0+4,2-2)=( , )
R=(1,3)»RF=Q1 , 3 ) = (i)
§=)(3,3)5=( ’ ) = (SN I )
T=(-2 6)»T =
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0 = (0,0) 50 =
U=(-1 _I)HU’Z

b) En un papel cuadriculado dibuje dos ejes de coordenadas y
marque los puntos dados y sus trasladados.

¢) Trace flechitas que unan cada punto con su trasladado y ob-
serve que todas ellas son paralelas, tienen la misma longitud y el
mismo sentido (apuntan hacia un mismo lado).

En el siguiente dibujo se ilustra la traslacion
fx -} 8,y — 8) aplicada al wridangulo ABC. Se obtiene el
tna.ngulo A'B'C”,

a) Compruebe esta afirmacion.

:il \jn—u !ﬂ

Después se ilustra la transformacion

(o, y)i= (x — 2, y + 12)
aplicada al tridngulo A’B’C’. Se obtiene ¢l tridngulo A”B”C”.

A=(22) - = — | B~
B = (3,5) Sk /
C=(-24) g ‘_#F__# . \\ o
A" = (10, —6) o /11
~ \
B = (11, —3) G
Cr = (6, -4) X %
~ (8.6) \“-\ \i .
- (9,9) I LA
C
| . /
=(4,8) '
-

b) Compruebe la afirmaciéon anterior.
@
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¢) Compruebe que el tridngulo A”B”C” se puede obtener del tri-
dngulo ABC mediante la traslacién

(x, y)r>(x+6,y +4).

En el ejercicio anterior podemos observar claramente que si eje-
cutamos dos traslaciones, una después de ofra, obtenemos como Te-
sultado una nueva traslacion.

Este hecho se expresa diciendo que
La composicién de dos traslaciones es una traslacion.

Es facil ver por qué es asi. En efecto, si la primera traslacion
consiste en “sumar a a la abscisa y b a la ordenada” de cada punto
y la segunda traslacién consiste en “sumar @’ a la abscisa y P’ a la
ordenada” de cada punto, al componer las dos traslaciones obtene-
mos la transformacién que consiste en “sumar a + @ a la abscisa
y sumar b + ¥ a la ordenada” de cada punto, Y esta transformacion
es una traslacion. En simbolos:

(x,y) > (x+a, y+b)
(¥, I (X +a. y + b))
(x,y)b> (x+a+a,y+b+b)

Si aplicamos la traslacién
y después la traslacién
obtenemos la traslacion

Ejercicio 7. ;Qué traslacién se obtiene al componer las trasla-
ciones (x,y) > (x + 2,y + 3), (¥, y) > (¥ + 5, ¥y + 6)? Ilustre
esta situaciéon en un sistema de coordenadas, aplicando las trasla-
ciones a los puntos P = (0, 0) y Q = (3, —4).

Propiedades béasicas de las traslaciones

Ademés de la propiedad caracteristica de las traslaciones, he-
mos observado algunas otras a lo largo de nuestro estudio. Mencio-

naremos algunas.

En una traslacién del plano.

1) la distancia entre dos puntos es igual a la distancia entre
sus transformados.

Si A—> A’y B> B,

entonces AB = A’B’,
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2) segmentos se transforman en segmentos, Irayos en rayos ¥y
rectas en rectas.

3) la medida de un dngulo es igual a la medida del 4ngulo
transformado.

Si Zavs

\ A entonces A4 = Za',

4) cada recta es paralela a su transformada.

Siles Ul
entonces [ y I’

L son paralelas.

5) La composicién de dos traslaciones es una traslacién.

En lo que resta de esta seccion aplicaremos los conocimientos
de traslaciones que hemos adquirido y en las secciones siguientes
estudiaremos otras transformaciones del plano: las simefrias axia-
les y las rotaciones.

Angulos opuestos por el vértice

Dos angulos como los siguientes reciben el nombre de adya-
centes. La suma de sus medidas es 180°

Za y /b son adyacentes

“a + Xb = 180°.
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Dos rectas gue se cortan en un punto determinan cuatro an-

Se dice que

lay [c son opuestos por el vértice
/by /d son opuestos por el vértice
Es facil demostrar. como veremos a continuacion, que dos an-

gulos opuestos por el vértice tienen la misma medida. Dicho de
olra manera,

Dos dngulos opuestos por el vértice son congruentes.

Para demostrar esto podemos razonar asi:
Como Za y /b son adyacentes.

Aa + b = 1807,
es decir,
Aa = 180° — b (1)

Pero también /¢ y /b son adyacentes (observe bien la figura), v
por consiguiente

Zc + b = 180°,

es decir
Zc = 180° — b, (2)

De las igualdades (1) y (2) obtenemos a = 2fc que es lo que
queriamos demostrar.-

Angulos correspondientes

En una figura come la siguiente, formada por dos rectas L, v .

cortadas por otra recta I, (que se acostumbra llamar secante a I, v L.)

aparecen ocho angulos. Se dice que Za y /@’ son correspondientes
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De hecho hay cuatre parejas de angulos correspondientes: /Za, Za’
son correspondientes; /b, /b’ también; /¢, /¢’ también y, finalmente,
/d, /d’ son correspondientes también. Las dos parejas siguientes re-
ciben otro nombre.

/c, la’ son angulos alternos internos.
Zd ./ son también alternos internos,

Examinemos lo que ocurre con los angulos correspondientes
cuando las rectas I, y L. son paralelas. En este caso podemos hacer
una traslacién del plano de tal manera que la recta | se transforme
en si misma y la recta [, se transforme en L:

fE="L
I i
13

o
N
i

!
i
/
N ,
' P ,\aa

e — e — -

______ FoEE et
!
[

Con esta traslacién el 4ngulo @ se transformé en el angulo a y como
las traslaciones conservan la medida de los dngulos, obtenemos que
Za = Xda',
Asi pues hemos demostrado que

Los dngulos correspondientes qug se forman entre dos pa-
ralelas y una secante tienen la misma medida, es decir, son
congruenies.

e iz i =sily

251
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Si hacemos lo mismo cuande ! y I’ no son paralelas vemos que

a4 Ka:

o
=2
,{9 Iy
r';’ﬁ ///
/’/f./
! R
/ & ,—".—/ f »’/I’
f b
//ﬂ? f LT /
/ = i (,; / _f",” }[
/ p , /
/ L. N A 5
/
/

/

Efectivamente, I’;, s paralela a [, y I, no es paralela a L

Si I, y l. no som paralelas, los dngulos correspondientes
no tienen la misma medida.

Wiercicio 8 Demuestre que:
a) Los dngulos aliernos internos que se forman entre dos
paralelas y una secante tienen la misma medida.

b) Si las rectas no son paralelas, los dngulos alternos internos
no tienen la misma medida.

(Utilice los resultados que hemos demostrado y que Za y Zc son
opuestos por el vértice. )

Suma de las medidas de los angulos de un triangulo

Bjercicio 9. Mida los dngulos en cada triangulo y encuentre
la suma de sus medidas.

a) I.
N [
=B 4‘4330
AB =
e S 4C =
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b) \ T
Br~ 4A
e B
e c ZC
o AA + AB + 4C =
IIIl \‘-_\
)
e E dA =
- \B/ ‘d:B =
_____ . /\A L ZC =
e == -

JA + AB + XC =

En este ejercicio podemus observar que la suma de las medidas
de los 4dngulos de un tridngulo es 180°, (Posiblemerite usted no
haya obtenido en algin caso exactamente 180°, pero esto se debe
a errores de medicién inevitables.)

Este hecho vale para cualquier tridngulo y, con lo que ya cono-
cemos acerca de los dngulos alternos internos, podemos demostrarlo
facilmente. La propiedad es:

En cualquier tridngulo, AABC, la suma de las medidas
de sus tres dngulos es 180°. O sea,
XA + XB + xC = 180°.

Demosiracion, Consideremos la recta | que pasa por el punto
C y que es paralela a AB, como se ilustra en la siguiente figura:

Al

FA = A’ porque /A y /A’ son alternos internos entre paralelas.
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También B = 4B’ por la misma razon. Pero es claro que A’ +
Z4C + 4B = 180°, de donde LA + 4C + 4B = 180° que es lo
gue se queria demostrar.

fjercicio 10.  En la siguiente figura, fa = 30°, b = 40°.

(Cuinto mide el Zd? (Utilice el resultado que acabamos de demos-
trar o el hecho de que Zc y Zd son suplementarios. )

Ejercicio 11, Utilizando las ideas del ejercicio anterior, demues-
tre que en cualquier tridngulo, d = fa + 2 b. A los dngulos como
el d se les llama exteriores y el resultado se suele enunciar diciendo
que:

La medida de un angulo exterior de un tridngulo es la
suma de las medidas de los dos dngulos no adyacentes del
tridngulo.

Eiercicio 12.

a) Un tridngulo no puede tener dos angulos rectos. JPor qué?

b) En un tridngule rectingulo, la suma de las medidas de sus
dos 4ngulos agudos es 90°.
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P " 3 — =
Suma de las medidas de los dngulos de un poligono

Ejercicio 13.
a) Encuentre la suma de las medidas de los dngulos del cua-
drildtero siguiente,

. Y,
i
e . A =
4B =
XC =
4D = |
=== 78
| Y JA + 4B + 4C + 4D =

b) Haga lo mismo con otro cuadrildtero que usted trace.

Salvo errores de medicién usted habra obtenido en ambos casos
que la suma es 3607,

(Podriamos demostrar que este resultado es cierto para cual-
guier cuadrilatero? Es muy facil.

En la siguiente figura observamos que al unir dos vértices opues:
tos en un cuadrilitero se obtienen 2 tridngulos:

Observemos ahora que la suma de las medidas de los cuatro
angulos del cuadrilitero es igual a la suma de los seis dngulos ob-
tenidos, tres de cada tridngulo. Como la suma de las medidas de
los dngulos de cada tridngulo es 180° y hay 2 tridngulos, resulta,
en total 2 X 180" = 360°.
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Hemos demostrado que

La suma de las medidas de los 4 dngulos de un cuadrild-
tero es 2 X 180° = 360°.

El razonamiento que hemos hecho para cuadrildteros podemos
extenderlo a poligonos convexos de cualquier nimero de lados. Por

ejemplo, en un pentdgono, observamos que lo podemos “triangular”
y obtener 3 tridngulos. La suma de las medidas de los dngulos del
pentagono es igual a la suma de las medidas de todos los angulos

que aparecen en la triangulacién. Como hay tres tridngulos, dicha
suma es 3 X 180°,

Ejercicio 4. Triangulando convenientemente un exégono, de-
muestre que la suma de las medidas de sus seis angulos es 4 X 180°,
Haga lo mismo para un poligono de 7 lados.

En general, al triangular convenientemente un poligono de n
lados se obtienen m — 2 triangulos, por lo que

En un poligono de n lados, la suma de las medidas de
sus dngulos es

(n —2) 180°,

Poligonos regulares

En un tridngulo equildtero, sus tres dngulos miden lo mismo.
Como la suma de las medidas de sus angulos es, segin sabemos,
180°, cada uno de sus 4dngulos mide

180 — 60°.
3
Los dngulos de un tridngulo equildtero miden 60° J

En un cuadrado, la suma de las medidas de sus cuatro angulos
€s, como en cualquier cuadrilitero, 2 X 180°. Pero en el cuadrado
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sus cuatro angulos miden lo mismo, Por consiguiente, cada angulo
de vl cuadrado mide
2 X 180°

4

= 90°.

Los dngulos de un cuadrade son rectos.

En un pentdgono regular, razonando de la misma manera. ve-
mos que cada uno de sus dngulos mide

3 X 1807

5
Ejercicio 15. En forma aniloga, calcule la medida de los angu-
los de a) un eptagono regular (7 lados), b) un octagono regular y
¢) un poligono regular de 12 Jados.

=3 X 36° = 108°.

En general:

Los dngulos de un poligono regular de n lados miden

(n —2) X 360°
mn

2. SIMETRIA AXIAL

Todos poseemos una idea muy clara de este tipo de simetria.
Podemos observarla con frecuencia. En las siguientes ilustraciones
se ha marcado una recta que se llama el eje de simetria de la figura.
Hablamos en eslos casos de simetria axial (axis significa eje en

griego).
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Dornier DO215

‘Es facil usar un papel doblado para dibujar figuras simétricas
con respecto a un eje de simetria (el doblez del papel). Por ejemplo;
podemos dibujar con un ldpiz blando una figura (en este caso la
figura consta de un punto P, un cuadrilatero Q y una recta [) y
marcamos un doblez que serd el eje de simetria. Doblamos después
¢l papel de manera que la figura quede en la parte interior”. Frota-
mos después con un objeto romo la figura que vemos transparentar:

Eje de simeivig
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o P o P
\4\ /,’P,
& [ a
P Q 5 1
| / v e
/ 7 -
- i / /:l
/ -V -
A i / =
- =
4 - - -
/- = ////
= -
£ 1:,
// =
// K
T
e
\‘x\\_‘\

Al desdoblar el papel aparecerd una “copia al reves” de la figura
original. Si es necesario, la marcamos un poco mejor y obtenemos
la imagen simétrica de la original. En este caso constard del punto
R’ del cuadrilitero Q' y de la recta I'.

=g B e
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Ejercicio

a) Calque en media hoja de papel la figura a) y €l eje de sime-
tria y procediendo como en el ejemplo anterior, encuentre la figura
simétrica.

b) Proceda de la misma manera con la figura b).

c) Si un punto estd en el eje de simetria jcudl es su simétrico?

N

Fig. b)

Ejercicio. En la siguiente figura aparece un punto P y su si-
métrico con respecto al eje de simetria indicado. Aparece también
una recta I y su simetrica I'.

a) ¢Interseca el segmento PP’ al eje de simetrfa? ;Ocurre esto
siempre, cualquiera que sea el punto P?

b) Llame M al punto de interseccién de PP’ con el eje de si-
metria. Compruebe que M es el punto medio del segmento PP,

¢) Compruebe que PP’ es perpendicular al eje de simetria.

Pe s P

v 1
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d) ;Cuindo el siniétrico de un punto es él mismo?

e) Observe que la figura simétrica de una recta es una recta.
Si una recta corta al eje de simetria, jen qué punto corta al eje la
recta simetrica? ¢Por qué?

t) Si una recta es paralela al eje de simetria Jes paralela a su
simétrica? ;Por qué?

Propiedad caracteristica de las simelrias axiales
En los incisos a). b) y ¢) del ejercicio anterior hemos observa-
do que '

Si Py P’ som dos puntos simétricos con respecte 4 un eje

de simetria, entonces PP’ es perpendicular al eje y lo corta
en su punto medio.

I

Si P y P son simétricos, entonces
PP’ es perpendicular al eje ¢ y M es
el punto medio de PP’.

Esta propiedad y una construccién con vegla y compas que se
vio en el primer curse de matematicas permiten dibujar ficilmente
¢l simétrico de cualguier punto con respecto a un eje. Recordemos

_dicha construccién:

Consideremos un eje € y un punto
P. Apoyando el compés en P y con una
misma abertura trazamos dos arcos
que intersequen al eje. Obtenemos dos
puntos A y B.
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Apoyando el compis primero en A
y después en B y con la misma aber:
tura de antes, trazamos dos arcos que
se corten. De esta manera obtenemos
el punto P’, simétrico de P.

Bjercicio

a) Utilizando el método descrito encuentre la figura simétrica a
1z siguiente.

b) Llame A’, B*y (' a los simétricos de los puntos A, B y C, res-
pectivamente. Con un compis compruebe que AB = A’B’,

¢) Compruebe con un compds que el angulo LABC y ZA'B'CY
tienen la misma medida.

Definicion de simetria axial

Asi como el uso de coordenadas permite, en ¢l caso de las tras-

laciones, dar una definicién precisa de dicho concepto, veremos que
Io mismo ocurre para las simetrias axiales.
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Si damos un eje de simetria, podemos trazar un sistema de co-
ordenadas cuyo eje de ordenadas sea precisamente el eje de sime-
tria. Procedamos asi y marquemos varios puntos y sus simétricos:

Ejercicio 19,

a) Marque los puntos simétricos de A, B, C, D, E e indiquelos
con A’, B’, C’, D', E".

b) Encuentre las coordenadas de A, B, C, D, E.
c¢) Encuentre las coordenadas de A’, B’, C’, IV, E’.

A= [(4,5) A= [(-4,5)
Bis B -
C= [(—4, 2) o= [C. )
D' -
E= I{ 5 E=—( , )

d) ;Cémo son las ordenadas de un punto y su simétrico?

e) ¢(Cbémo son las abscisas de un punto y su simétrico?

£) Si P=(x, y) y P’ es el simétrico de P jqué coordenadas
tiene P'?
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Como el ejercicio es importante para lo que sigue daremos a
continuacién las respuestas para que usted las compruebe.
Los puntos son

A= (4,5),A" = (—4,5); B=(2,3), B"= (-2, 3);
C=(-4,2), C=(4,2);
D=(-1,-3), D'=(1,—3); E= (5, —6), E' = (=5, —6).

Las ordenadas de un punto y su simétrico son iguales. Las abs-
cisas de un punto y su simétrico difieren por el signo. O sea, si
P = (x, y), el simétrico P’ = (—x, y).

Lo anterior sugiere la siguiente definicién de simetria axial:

La simetria del plano con respecto al eje de ordenadas
es la transformacion del plano que asocia a cada punto P =
(x,y) el punto P = (—x, y).

Recordemos que una transformacion del plano es una funcion
del plano en el plano, es decir, una funcién que tiene por dominio
el plano y por codominio también el plano. Para indicar que a P
se le asocia P’ escribimos P> P’ y decimos que P se fransforma
en P, su simétrico en este caso.

Ejercicio 20.  Marque en un sistema de coordenadas los puntos
que se indican y sus simétricos con respecto al eje de las ordena-
das, encontrando sus coordenadas.

(4) 1)-; (5) 6)) (_3s 2): (09 4)! (0’ 0)) (__6: _3)' (5’ —2)
Propiedades bisicas de la simetria axial

Ademis de la propiedad caracteristica de la simetria axial que
ya hemos discutido hemos visto algunas propiedades més. He aqui
algunas de ellas.

1) La simetria axial conserva la distancia entre puntos. Es de-
cir, si Ar> A’ y B> B/, entonces AB = A’'B’,

2) La simetria axial transforma segmentos en segmentos, rayos

e€n rayos y rectas en rectas.

3) La simetria axial conserva la medida de los 4ngulos.

4) La composicién de dos simetrias axiales con respecto al mis-
mo eje es la transformacién idéntica, es decir, cada punto se trans-
forma en sf mismo.
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Ejercicio 21.  Las simetrias axiales tienen muchas més propie-
dades.

a) En una simetria axial, ;qué puntos se transforman en si
mismos?

b) Discuta el “cambio de orientacion” en las simetrias axiales.

¢) Al efectuar una simetria axial y a continuacion otra, con
tespecto a otro eje (o con respecto al mismo) se obtiene una irans-
formacion que no es simetria axial. jPor qué? (Tiene gue ver con
el “cambio de orientacién”.)

d) ¢(Cuindo una recta y su transformada son paralelas? Expli-
que por qué,

e) ;Cuando una recta se transfoerma en s misma? (IHay dos
Casos. )

f) Discuta la perpendicularidad de rectas en términos de la si-
metria axiai.

Ejercicio 22.  Se dice que una figura es simétrica con respecto
a un eje, si con la simetria, ella se transforma en si mismna,

a) (Cuantos ejes de simetria tiene un tridngulo equilitero? ;Y
un pentagono regular?

b) ;Cuantos ejes de simetria tiene un cuadrade? ;Y un exago
no regular?

¢) ¢(Cuantos ejes de simetria tiene un poligono regular? (Hay
dos c©asos. )

d) ;Cuidntos ejes de simetria tiene una circunferencia?

e) (Cudntos ejes de simetria tiene un rectangulo que no sea
cuadrado?

f) ¢Cuéantos ejes de simetria tiene un rombo que no sea cua-
drado?

g) (Cuantos ejes de simetria tiene un paralelogramo que no sea
rectangulo ni rombo?

Triangulos isésceles y rombos

A partir de los conocimientos anteriores demostraremos ahora
algunas propiedades,

Si una recta l interseca al eje de simetrig, enionces ésie
biseca el dngulo formado por 1 y su simetria F.
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eje de simetria

a’

Debemos demostrar que el eje es bisectriz del dngulo formado
por Ly I

Como en la simetria [ se transforma en I’ y el eje se transforma
en si mismo, entonces el angulo @ se transforma en el dngulo a’.
Como una simetria axial conserva las medidas de los dngulos, te-
nemos que Ja = e, que es lo que se gueria demostrar.

Triangulos isdsceles

Consideremos un triangulo ABC y fijémonos en uno de sus vér-
tices, digamos C. Entre los segmentos que tienen un extremo en C

—

y el owro en la recta AB podemos mencionar los siguientes tres:

c c ¢
/N /N /\
A E B A I B A M B

Bisectriz CE Altura CD Mediana CM

a = b CD perpendicular a AB AM = MB

Como vemos en este ejemplo, estos tres segmentos Son, en ge-
neral, distintos:
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Ejercicio 23 En los siguientes tridngulos trace las bisectrices,
las alturas y las medianas con uno de sus extremos en C.

C

Excepto por posibles defectos del dibujo, en el ejexcicio anterior
usted habrid observado que en el primer tridngulo, la bisectriz, la
altura y la mediana son segmentos diferentes. En cambio, en el se-
gundo, las tres coinciden. Esto se debe a que en este tridngulo
AC = BC. Es decir, es un tridngulo isésceles.

Podemos demostrar que en cualquier triangulo isdsceles ocurre
lo mismo, es decir,

En un tridngulo isdsceles ABC, con AB = BC, la bisectriz
CM es altura y mediana,

. T
Bemesiracion.  Consideremos la recta bisectriz CM del 4ngulo
C; tomando esta recta como eje de simetria resulta que las rectas

> «>
AC y BC son simétricas. Como AC = BC y la simetria conserva las
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distancias resulta entonces que A y B son simétricos. Sabemos que
si dos puntos son simétricos, el segmentc que los une es perpendi-
cular al eje de simeiria y éste lo corta en su punto medio. Es decir,

CM y AB son perpendiculares y AM = MB. En otras palabras, la
bisectriz CM es altura y es también mediana.

Tjercicio 24, Aprovechando los razonamientos de la demostra-
cién anterior demuestre que los dngulos “de la base” (es decir, /A
y £B) son congruentes.

Wiercieio 25, Un dngulo de la base de un tridngulo isésceles
mide 70°. jCudnto miden los deméds angulos?

Bjercicio 24, En un tridngulo isésceles ABC, con AC = BC, el
angulo C es recto. ¢Cudnto miden los angulos de la base?

Biereicio 27. En un tridngulo isésceles ABC, con AC = BC, el
dngulo C mide el doble del angulo A. ;Cuanto miden los dngulos
del tridngulo?

Hombaos

En el primer curso de matemdticas, al describir algunas cons-
trucciones geométricas con regla y compds, utilizamos una propie
dad de las diagonales del rombo que entonces no demostramos
pero dijimos que més adelante lo hariamos. Pues bien, con lo-que
acabamos de estudiar podemos demostrar ya que:

Las diagonales de un rombo son perpendiculares y se
cortan en su punto medio.

Demostracisn. Consideremos un rombo ABCD y la diagonal BD.

Como el tridngulo BCD es isésceles (BC = CD) la altura CM es
mediana, es decir, M es el punto medio de DB. Hacemos ahora el

[ 5

c c
D %:> B D §:> B D<M B
A A A
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mismo razonamiento con el tridngulo BAD (BA = AD). La altura
AM es mediana (M es el punto medio de DB). Asi pues, como CM
y MA son perpendiculares a DB, su unién es la otra diagonal.
Asi pues, hemos demostrado que las diagonales son perpendiculares

y AC corta a DB en su punto medio. En forma anéloga se puede
demostrar que M es también el punto medio de AC.

3. ROTACIONES

En las secciones 1 y 2 de esta unidad hemos estudiadoe las trasla-
ciones y las simetrias axiales. Ambas son transformaciones del pla-
no. Ahora analizaremos otro tipo de transformaciones del plano,
las rotaciones.

Hay figuras, como las que a continuacién se ilustran que, al gi-
rarlas alrededor de un punto cierto ntmero de grades, vuelven a
coincidir consigo mismas.

En tales casos, si tenemos una parte de la figura pedemos cons-
truir las demas mediante lo que llamamos una rotacién. Por ejem-
plo, si tenemos una parte de la primera figura, y le aplicamos una
rotacion de 120 grados obtenemos:

y repitiendo la rotacion obtenemos toda la figura:
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:Con qué datos queda determinada una rotacion? Desde luego,
basta dar el centro de rotacidn, el nimero de grados del giro y el
sentido,

Asi como para determinar una traslacion se da una pareja or-

denada de puntos (P, ).
PJ
'/

para determinar el ntmero de grados y el sentido de una rotacién
con ceniro en un punto C podemos dar simplemente una pareia
ordenada de rayes con vértiee en C,

Segundo rayo

Centro de o
la votacitn

Primer rayo

De manera aniloga al caso de las traslaciones, para indicar cuél es
el primer rayo y cudl el segundo podemos pintar una flechita como

'se hizo en el dibujo anterior.
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Veamos ahora en qué se transforma una figura cualquiera me-
diante la rotacién determinada por la pareja de rayos (r, r). Dibu-
jamos (r, ) en una hoja de papel y la figura que deseamos trans-
formar. Calcamos todo eso en otra hoja de papel transparente.
Colocamos ahora la hoja transparente sobre la original de tal manera
gue el rayo r del papel transparente caiga sobre el rayo " del origi-
nal (observe el dibujo a continuacién). Calcamos después, con un
papel carbén, la figura, en la nueva posicién, al papel original.

%,

Decimos entonces que la nueva figura es la transformada de la pri-
mera segln la rotacién determinada por la pareja de rayos (r, ).

Fjercicio 28,

a) Calque en una hoja de papel la figura (a) y la pareja de
rayos. Procediendo como en el ejemplo anterior encuentre la figura
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transformada segtn la rotacién determinada por la pareja de rayos
(r, 7).
b) Proceda de la misma manera con la figura (b).

Ejercicio 29, En la siguiente figura se ilustra un segmento fﬁ 5
dos rectas paralelas !, m y un angulo a.

a) Procediendo como en e] ejemplo anterior encuentre la figura
transformada segin la rotacién indicada con (r, ).

b) Compruebe gue AB se transforma en un segmento, digamos
AB'y que AB = A'B’.

¢) Las rectas | y m son paralelas. Compruebe que éstas se frans-
forman en rectas, también paralelas entre si.

d) El 4dngule a se transforma en otro dngulo, digamos Za’ y los
dos tienen la misma medida.

Propiedad caracteristica de las rotaciones

Consideremos la rotacién del plano dada por (7, ), un punto
cualquiera P y su transformado con respecto a esta rotacién:
Observamos que:
1) CP =CP
2) JPCP = ZrCr

==, —_—

3) La flechita de CP a CP’ tiene

el mismo sentido que la de 7
ar.
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Fjercicio 30. Considere varios puntos, efectie la rotacién an-
terior y observe que valen las condiciones 1), 2) y 3).
Esta observacion permite encontrar el transformado de cualquiexr

punto, seglin una rotacién, sin necesidad de seguir el procedimiento

de calcar. En efecto, podemos proceder como sigue:

Rotacidn y punto dados. Trazamoz @l rayo CA

)
Trazamos wun arco con ceéntro en € que | A es el pronsformado do A segin la roto-

pasé por A y corie a CQ'. cion dadae,
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Propiedades de las rotaciones

Las rotaciones, al igual que las traslaciones y las simetrias axia-
les, también pueden estudiarse utilizando coordenadas. Sin embargo,
por ahora no se hard asi, pues para expresar las coordenadas de
los puntos lransformados segin una rotacion, conviene usar unas

funciones llamadas trigonométricas, las cuales todavia no conoce-

mos.

Aqui nos limitaremos a mencionar algunas de las propiedades
basicas de las rolaciones.

1. Las rotaciones conservan la distancia entre dos puntos.

2. Las rotaciones transforman segmentos en segmentos, rayos
en Tayos y rectas en rectas.

3. Las rotaciones conservan la medida de los angulos,

4. La composicién de dos rotaciones con un mismo centro es
una rotacion.

5, Las rotaciones transforman rectas paralelas en rectas para-
lelas. '

6. La medida de dos de los angulos formados por una recta y
su transformada segun una rotacién es igual a la medida del angulo
que determina la rotacién (lo supenemos distinto de 180°). Observe
la tigura:

® 8i [ — I, entonces

5 Hda=Xb=2Hc

1 v
Fjercicie 21, Observe que si en una rotacién de 180° una recta
[ se transforma en I, entonces [ y I’ son paralelas entre si.
Ejercicio 32
a) Encuentre los puntos asociados a los puntos A, B y D, seglin
la rotacion de 180° que se indica en la siguiente figura.
L]
A8

i T

al
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b) Llame A’, B’ y I’ a los transformados de A, B y D. Observe
que el centro de rotacién estd en el segmento AA’ y es sy punto
medio. Haga lo mismo con BB’ y DI,

A las rotaciones de 180° se les llama simetrias centrales y que-

dan caracterizadas por la propiedad b) del ejercicio anterior, Dicho
de otra manera,

La simetria central con respecto a un punto C es la trans-
formacién del plano que a cada punto P asocia el punto Pr
determinado por las condiciones

1. P, C y P son colineales.

2. PC-= CP.

Ejercicio 33. En un sistema de coordenadas cartesianas marque
varios puntos, encuentre sus coordenadas y encuentre sus transfor-
madas de acuerdo con la regla

cx: y) — (—x: _-y)'
Observe que esta transformacion es la simetria central con respecto

al origen.

Se dice que un punto es centro de simetria de una figura si
€sta se transforma en si misma al aplicar la simetria central con
respecto al punto.

Ejercicio 34, ;Cudles de las siguientes figuras tienen centro de
simetria?
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Ejercicio 25, ;Qué poligonos regulares tienen simetria central y
cudles no?

Rjercicio 28, Utilizando la simetria central (rotacién de 180°)
y algunas de sus propiedades, demuestre nuevamente que la medida
de los angulos opuestos por el vértice es la misma.

Ejereicio 37,

a) Aplique la simetria axial a la siguiente figura, con respecto
a] e.e e ! ' - . . s

l]a) A la figura obtenida aplique la simetria axial, ahora con res-
pecto al gje . ‘ . _

¢) ¢Puede obtener la ultima figura a partir de la primera me-
diante una rotacién? ;Con qué centro? '

d) Compare la medida del 4ngulo que forman e, y . y la medida
del angulo de rotacioén.
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4. FIGURAS CONGRUENTES
Desde el primer curso de matematicas se habl6 algo de congruen-
cia, Deciamos que por “figuras congruentes” se entendia “figuras
que tienen la misma forma y el mismo tamafio”. Pero no se precisd
mucho el significado de estas frases.
Solamente se hablé con mas precision en el caso de que las fi-
guras fueran segmentos o dngulos. Se dijo que

Dos segmentos scm congruentes si tiemen la misma lon-
gitud. Dos dngulos son congruentes si tienen la misma me-
dida.

Ahora bien, una vez estudiados los conceptos de traslacién, si-
metria axial y rotacién podemos dar la definicién de congruencia
para figuras planas cualesquiera.

Dos figuras del plano son congruentes si se puede trans-
formar una en la otra mediante traslaciones, rotaciones y
simetrias axiales.

Por ejemplo, las figuras A v B siguientes son congruentes.
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FEn efecto, podemos hacer una simetria axial. La figura A se
transformard en una figura A’

Trasladamos después la figura A" y obtenemos A",

la cual se transforma en B mediante una rotacion.
Rjercicio 238, En cada inciso encuentre transformaciones que
indiquen que las figuras son congruentes

gy
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d)

Observacién, Conviene aqui observar nuevamente (lo hicimos
en el primer curso cuando hablamos de congruencia) que en mate-
maticas es frecuente usar algunas expresiones con mas precisién que
en el lenguaje comin y corriente.

Por ejemplo, en el lenguaje usual, al referirnos a objetos que
tienen caracteristicas comunes decimos que éstos “son iguales”. Asi,
en los incisos del ejercicio anterior se diria que las figuras “son
iguales™,

Sin embargo, en matemiticas se acostumbra reservar la expre-
sién “es igual a” para indicar “es el mismo que”. Asi, por ejemplo,
si @ y b denotan niimeros y escribimos ¢ = b (a es igual a b) esta-
mos simplemente indicando que el niimero representado por a es el
mismo que el nimero representado por b. Por otro lade, no conviene
decir que las siguientes figuras “son iguales”, pues como subconjun-
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tos del plano, son distintas (no constan de los mismos puntos). Por
ello,

segun acabamos de ver, conviene utilizar la expresion “son con-
gruentes”,



OCTAVA UNIDAD

ESTADISTICA Y PROBABILIDAD

=

OBJETIVOS PARTICULARES:

Al terminar el estudio de esta unidad, el alumno. . .
I. Inferird datos estadisticos a partir de una muestra tomada

al azar.

II. Calculara los parametros estadisticos media, mediana y mo-
da, a partir de un conjunto de datos.

IT1. Construirad tablas y diagramas de frecuencia a partir de un
conjunto le datos,

IV. Calculard la probabilidad de un evento aplicando las opera-
ciones logicas; negacion, conjuncion y disyuncién, '

1. MUESTREO

Posiblemente usted ha observado a algunos vendedores que ofre-
cen a sus clientes como “muestra” una pequefia porcién de alguna
fruta. Una vez que el cliente prueba la muestra, tiene ya una idea
sobre la calidad de toda la fruta.

Cuando un doctor desea realizar un examen de sangre a alguno
de sus pacientes no analiza toda la sangre del paciente, unicamente
toma una muestra y en ella realiza el andlisis requerido. El doctor
procede de esta manera porgue sabe que a partir del andlisis de la
muestra tendrd informacién acerca de toda la sangre del paciente.

En muchas ocasiones es necesario obtener informacion de con-
juntos muy numercsos; pero ello, como veremos a continuacion,
puede plantear serios inconvenientes. En esos casos lo que se puede
hacer es obtener la informacién a partir de una muestra; es decir,
considerando sélo algunos elementos del conjunto.
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Fjemple. En cierta poblacién situada a la orilla de un rio
contaminado se piensa que la mayoria de los habitantes tienen,
en la grasa de su cuerpo, concentraciones de D.D.T. que rebasan el
limite de seguridad.

Un investigador desea cuantificar esa concentracién de D.D.T.
en las personas. Practicar un andlisis a las 4 000 personas de la pe-
blacién resultaria muy laborioso, se requeriria mucho tiempo y el
costo seria muy elevado.

Es por esto que el investigador decide realizar su estudio Unica-
mente con una muestra de 200 personas.

Un procedimiento para inferir un resultado a partir de una mues-
tra consiste en formar dicha muestra tomando al azar algunos ele-
mentos del conjunto y aceptar, con base en la teoria del muestreo,
que lo observado en esa muestra se presenta en la misma propor-
cién en todo el conjunto que se estudia.

Aunque generalmente el resultado que se infiere a partir de la
muestra y la situacion real en el conjunto no son iguales, la aproxi-
macién que se obtiene es de mucha utilidad en la prictica.

Después de realizado el estudio en la muestra resulta que de las
200 personas examinadas, 50 estin altamente contaminadas. El in-
vestigador establece y resuelve la siguiente pyoporcién:

(G e 5

200 4 000

L 4000 X 50
200

e infiere que 1 000 personas de la poblacién estin contaminadas.

=1 000,
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Ejercicio 1 Tal como se hizo en el ejemplo, use proporciones
para resolver los siguientes problemas.

1. De 2 500 tornillos se toma una muestra al azar de 300. Si en
esta muestra se encuentran 125 defectuosos, ;probablemente
cudntos tornillos defectuosos habri entre los 2 5007

2. Un socidlogo visita una poblacion de 2 500 personas, toma
una muestra al azar de 350 personas y encuenira que, de
¢stas, hay 100 que tienen tendencia al conformismo, ;Cudn-
tas personas de la poblacion, es probable que tengan tenden-
cia al conformismo?

3. En un laboratorio se aplica cierta medicina a 275 personas
entermas de tifoidea. De estas personas, 200 reaccionaron fa-
vorablemente al tratamiento. Si se aplica esta medicina a
5 000 personas enfermas de tifoidea, ;probablemente cuan-
tas reaccionarin favorablemente al tratamiento?

4, De un grupo de 1 600 personas, se toma al azar una muestra
de 80, se les aplica un cuestionario y resulta que, de éstas,
hay 32 personas que tienen preferencia por el color amarillo.
JAproximadamente cudntas personas dé las 1 600 tienen pre-
ferencia por el color amarillo?

5. De una urna con 450 canicas se extraen 60 al azar y se ob-
serva que 35 son azules y 25 son amarillas, ;Aproximadamente
cuintas canicas azules hay en la urna? ;Y cuantas amarillas?

6. En una poblacién de 2 500 habitantes, se eligen 175 personas
al azar y resulta gue, de ellas, 100 requieren atencién meédica.
JAproximadamente cuintas personas de esa poblacion requie-
rén atencién médica?

7. En una huerta de 5 300 naranjos, se considera una muestra
al azar de 600. Y se encuentra gue en esa muestra hay 450
naranjos danados por hongos. ¢Aproximadamente cuantos de
Ios 5 300 naranjos de la huerta estan danados por hongos?

8. Haciendo un anélisis de 80 000 accidentes automovilisticos,
se toma una muestra al azar de 500 y se encuentra que, de
esa muestra, 460 accidentes son leves y ocasionan pérdidas
menores a los mil pesos. ¢jAproximadamente cuantos de los

80000 accidentes ocasionan pérdidas de menos de $1000.00?

9. En una poblacién norteamericana de 2 500 habitantes, un
psicologo toma al azar una muestra de 300 personas y observa
que 175 de ellas tienen un coeficiente intelectual superior
a 80. gProbablemente cuantos habitantes de la poblacién tie-
nen un coeficiente intelectual de mas de 80?7
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10. En un terreno de 3 000 m* se eligen al azar 200 m* como
muestra y, al examinarlos, se observa que en 170 de ellos
hay carencia de nitrégeno. ¢Probablemente en cuédntos de los
3 000 m* de terreno hay carencia de nitrégeno?

En los ejemplos y problemas anteriores, siempre hemos men-
cionado gue los elementos de la muestra, se toman al azar. Esto, como
veremos a continuacion, es muy importante, ya que el procedimiento
gque hemos empleado para inferir un resultado Unicamente es va-
iide cuando los elementos de la muestra se toman al azar,

Veamos con algunos ejemplos por qué la muestra debe elegirse
al azar.

1. Sabemos que en una urna hay 400 canicas, 200 negras y 200
blancas. Ahora bien, si las canicas se “revuelven” perfectamente y

se tomna una muestra, ¢sta fue tomada al azar, ya que al revolver

las canicas. cada una de ellas tuvo exactamente la misma opor-
tunidad de ser tomada en la muestra,

Supongamos ahora, en relaciéon a la misma urna, que las cani-
¢as no se revuelven y que se toma una muestra. tal como aprecia-
mos en la ilustracién.
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Esta muestra no fue tomada al azar, ya que no todas las cani-
cas tuvieron exactamente la misma oportunidad de ser elegidas.
(Observe usted que la mayoria de las canicas negras estan en el
fondo de la uma.)

Si guisiéramos saber a partir de esta muestra (17 canicas blan-
cas y 3 negras) cuantas canicas megras hay aproximadamenté en
la urna, estableceriamos la siguiente proporcion:

x 3

400 20
y al resolverla,
o dooxs
20
inferirfamos que en la uma hay 60 canicas negras, lo cual, como
sabemos, es falso.

2. Se desea saber cuantos de los alumnos de una secundaria es-
tudian en la biblioteca los sabados, El subdirector de la escuela toma
como muestra a los alumnos del 3o0. "A” y le informan que de los
50 alummos de ese grupo 35 estudian en la biblioteca los sabados.
Como la escuela tiene 1200 alumnos el subdirector establece y re-
suelve la siguiente ecuacién:

35  x
50 1200
35 X 1200
x: e e

50 = 840,

e infiere que probablemente 840 alumnos acuden a la biblioteca los
sabados.

Posteriormente el director de la escuela decide confirmar estos
datos. Para ello interroga a todos los alumnos de la escuela y en-
cuentra que Unicamente 175 alumnos estudian en la biblioteca los
sibados. ;Qué fue lo que ocurrié?

Sucedid que la muestra elegida por el subdirector no fue tomada
al azar, pues, con el método que utilizé, cada uno de los alumnos no
tuvo exactamente la misma oportunidad de ser elegido en la muestra,

Para comprender mejor esto, podemos imaginar a todos los alum-
nos de la escuela dentro de una gran urna y pensar que no estaban

suficientemente “revueltos”, motivo por el cual la muestra no fue
tomada al azar.
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Desde luego que para tomar al azar una muestra de 50 alumnos
en una escuela secundaria existen procedimientos adecuados, y no
es necesario meter a todos los alumnos en una gran urna y revol-
verlos. .

No pretendemos aqui exponer métodos para realizar MUesLreos;
pero si queremos que usted se dé cuenta que en muchas ocasiones
hacemos inferencias incorrectas.

Si meditamos un poco nos damos cuenta que la mayoria de nos-
otros obtenemos informacién constantemente a partir de muestras,
en forma aniloga a como proceden los investigadores. Sin embargo,
es conveniente darse cuenta que muchas de estas inferencias son
incorrectas, algunas veces porque la muestra no fue tomada al azar
y otras porque el numero de elementos de la muestra es demasiado
pequeno,

Para aclarar un poco lo anterior pensemos en lo siguiente:

Es muy frecuente, sobre todo en la radio y la television, oir ex-
presiones como: “7 de cada 10 personas beben refre:-:f:o de tal
marca” 0 “3 de cada 5 dentistas recomiendan tal dentifrico”, etc.
Pero. ;se mos informa en esos anuncios comerciales como fueron
elegidas las 10 personas o los 5 dentistas? ¢No cree usted que 1_05
pudieron considerar en forma tendenciosa? ;Serin dignas de crédito
esas informaciones?
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Ejercicio 2 Diga en cada caso si el dato que se infiere es co-
rrecto o no, y dé el porqué de su respuesta.

a) De los 25 empleados de una oficina, hay 20 que usan zapa-
tos x. Se infiere que en el pais 4 de cada 5 empleados usan
Zapatos x.

b) Un maestro de biologia falta a su clase dos viernes consecu-
tivos. El director comenta que tal maestro falta todos los
viernes.

¢) Un turista infiere que en cierta ciudad todos los habitantes
son descorteses, pues al conversar con tres de ellos noté su
gran descortesia,

d) En cierta colonia se visitan 180 hogares y se encuentra que
en 80 de esos hogares usan el detergente z. Se infiere que en
la mitad de los hogares del Distrito Federal se usa el deter-
gente z.

e) Durante un concurso de popularidad, de 200 cartas que lle-
gan a la estacién radiodifusora hay 150 que favorecen la
melodia k. Se declara que el 75% de los radicescuchas
en el pais votan por la melodia k.

f) De 5000 consultas médicas se toma al azar una muestra de
250 y se encuentra que en 100 de ellas el diagnéstico fue:
trastornos de las vias respiratorias. Se infiere que en el 40%
de todas esas 5 000 consultas médicas se diagnosticé: tras-
tornos de las vias respiratorias.

g) En dos ocasiones que usted se entrevista con una persona
observa que lleva el calzado sucio. Usted infiere que tal per-
sona siempre lleva el calzado sucio,

h) De las 90 000 personas que visitan anualmente un museo, se
toma al azar una muestra de 400 personas y se encuentra
que 150 son extranjeras. Se infiere que de las 90 000 per-
sonas 45 000 son extranjeras.

i) De un lote de 5 000 televisores, se extrae al azar una mues-
tra de 400 y resulta que 300 estin defectuosos. Se infiere
que el 80% de los 5000 televisores esta defectuoso.

J) Un aficionado al fiitbol ve por T. V., tinicamente tres de to-
dos los partidos de la temporada. En ellos observa la mala
actuacion de un jugador e infiere que éste siempre juega
mal,
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2. PARAMETROS ESTADISTICOS

En muchos de los estudios que realizan los antropélogos frecucn-
temente deben establecerse comparaciones. Por ejemplo, el antropo-
logo Ramirez se ha dado cuenta que los habitantes de Taracho casi
no consumen alimentos ricos en proleinas, mientras que la alimen-
tacién de los habifantes de Siricuarc es a base de proteinas. Rami-
rez piensa que este factor necesariamente debe influir en el estado
fisico de las personas y, en particular, en la estatura, El cree que
los habitantes de Siracuaro son en general més altos que los habi-
tantes de Taracho; pero desea estar seguro y guiere, ademds, cuan-
tificar la diferencia.

;Cémo puede el antropélogo comparar las estaturas de los habi-
tantes de estos poblados?

Una forma de hacerlo consiste en medir la estatura de todos
los habitantes en los dos poblados, después obtener la media arit-
mética (promedio) de las estaturas correspondientes a cada poblado,
y, finalmente, comparar las medias aritmeticas asi obtenidas.

Pero esta forma de hacerlo requiere mucho tiempo y mucho
dinero. Ramirez decide aplicar en este caso sus conocimientos de
Estadistica. Asi que de cada poblado toma al azar a algunas personas
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y mide la estatura de ellas, obtiene la media aritmética de las esta-
turas en cada muestra y, finalmente, compara estas medias arit
meéticas.

(Seguramente usted recuerda que para obtener la media arit-
mética de varios datos numéricos, primero se suman €stos y luego
se divide la suma entre el nimero de datos.)

Bjercicio 3
a) Obtenga la media aritmeética de los datos de la siguiente
muestra, tomada en Taracho:

136 142 153 154 163 189 195
158 149 141 130 140 141 145
156 176 165 167 157 146 137
138 150 152 i62 161 189 i78
132 135 136 139 137 143 141
149 157 178 149 140 149 154
164 156 175

b) Obtenga la media aritmética de los datos de esta otra mues-
tra tomada de Siracuaro,

151 195 143 169 180 144 158
131 159 143 151 176 154 180
182 157 168 153 168 157 165
145 158 179 183 162 165 161
178 172 176 145 168 132 188
171 173 164 161 183 197 146
158 138 160 149 189 171 169
169

Una vez conocidas las medias aritméticas anteriores, el antropd-
logo, o cualquier otra persona puede decir en cual de los dos po-
blados los habitantes tienen mayor estatura. Digalo usted.

En general, 1a media aritmética es el pardmetro que mas fre-
cuentemente se usa en estadistica. Sin embargo, existen otros para-
metros estadisticos como la mediana y la moda que, como veremos
posteriormente, tienen a veces importantes aplicaciones.

Volviendo al ejemplo de] antropologo, ilustraremos cémo se ob-
tiene I3 mediana de un conjunto de datos.
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Las estaturas correspondientes a la muestra tomada en Tara-
cho son:

136 142 153 154 163 189 195
158 149 141 130 140 141 145
156 176 165 167 157 146 137
138 150 152 162 161 189 178
1392 135 136 139 137 143 141
149 157 178 149 140 149 154
164 156 175

Lo primero que hacemos es ordenar los datos de menor a ma-
yor. Esto es,

130 132 135 136 136 137 137
138 138 140 140 141 141 141
142 143 145 146 149 149 149
149 150 152 153 154 154 156
156 157 157 158 161 162 163
164 165 167 175 176 178 178
189 189 195

Si el niimero de datos es impar, el nimero que queda exacta-
mente a la mitad de 13 lista es la mediana, En este caso la mediana
es 150.

Cuando el niimero de datos es par, la mediana es la media
aritmética de los dos datos que quedan a la mitad de la lista,

Por lo que respecta a la moda, simplemente es el dato que apa-
rece con mayor frecuencia. Asi, en el ejemplo que nos ocupa la
moda es 149.

Fjercicio,

Obtenga la mediana y la moda de los datos de la muestra to-
mada en Siracuaro.

Fjercicio 4. Haga lo que se indica en cada inciso.

a) Al terminar su primer afio de secundaria, un alumno obtuvo
las siguientes calificaciones:

8 9 6 5 4 7 5 10 y 6.
(Cuél es la media aritmética de ellas?
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b) El consumo de energia eléctrica en cierto taller, durante una
semana, fue de;

17 42 28 70 18 35 y 20

kilovatios-hora. jCuil fue en promedio el consumo diario
durante esa semana?

¢) En un equipo de voleibol las estaturas de sus 9 jugadores
s0omn:

175 180 190 195 187 190 180 175

y 192. ;Cuintos jugadores miden menos de 1.927 ;(Cual
es”la estatura promedio? ;Cual es la estatura que mdés se
repite? Es decir, jcudl es la moda?

d) Las edades de las 8 secretarias de una oficina son:

24 23 26 26 23 36 35 y 26 anos.
Encuentre la media, la mediana y la moda de esos datos.

e) Sabemos que 5 es la media aritmética de los siguientes datos:
3 4 X 7 v 3
:Cudl es el valor de x?
£f) Si x es la media aritmética de los siguientes datos,
8 5 6 x 8 3 x,
(Cuil es el valor de x?

g) Los pesos (en kilogramos) de 8 personas en un equipo de
9 jugadores son, respectivamente,

80 83 78 79 71 70 83 y 8L

Si la moda tiene una frecuencia de 3, ;cudl es la media y
cudl es la mediana de los pesos de los 9 jugadores?

3. DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS

El antropdlogo Ramirez piensa que los datos obtenidos en las
poblaciones de Taracho y Sirdcuaro pueden proporcionarle una ma-
yor informacién. El sabe que cuando una persona dispone de un
conjunto de datos, generalmente puede apreciarlos mejor si los cla-
sifica y. mejor atin, si los representa graficamente.
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Es por eso que, una vez ordenados los datos correspondientes a
Tarache,

130 132 135 136 136 137 137

138 139 140 140 141 141 141

142 143 145 146 149 149 149

149 150 152 153 154 154 156

156 157 157 158 161 162 163

164 165 167 175 i76 178 178

189 189 195,

Procede a clasificarlos observando cudntos estan comprendidos

entre 130 y 140. cuantos estan comprendidos. entre 141 y 150. ¢tc.
Y los dispone en una tabla como la siguiente:

Intervalo Frecuencia

130-140 11

141-150 12

151-160

161-170

171180

181-190

191-200

(Recuerde usted que tablas como ésta reciben el nombre de Ta-

blas de frecuencia.)

Observe que hay 11 datos entre 130 y 140 inclusive, Por eso se
anota el 11 a continuacién del intervalo 130-140. Hay 12 datos en-
tre 141 y 150, inclusive. Por eso se escribe 12 a continuacién del
intervalo 141-150.

Fjercicio 5.  Complete 1a tabla anterior.
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Fjercicio b Con los datos de la tabla anterior complete el si-
guiente diagrama de frecuencias.

15

10

. ph (] P i

) I L o

1 L LI 1

110140 141—150 151—160 161--170 171—180 181—190 191—200

fjereicio 7. De acuerdo con el diagrama anterior couteste las
siguientes preguntas:

a) ¢Cuantas personas tienen una estatura mayor de 1507

b) (Cuéntas personas tienen una estatura menor de 1407

c) ¢(Cuantas personas tienen una estatura menor de 181 y ma-
yor de 1707?

d) ¢Cuantas personas tiemen una estatura mayor de 160 y una
menor de 1917

e) ;Cudntas personas tienen una estatura entre 141 y 190, in
clusive?

Los siguientes datos son las esiaturas en centimetros de las per-
sonas tomadas como muesira en Sirdcuaro:

151 195 143 169 180 144 158
131 159 143 151 176 154 180
182 157 168 153 168 157 165
145 158 179 183 162 165 161
178 172 176 145 168 132 188
171 173 164 161 183 197 146
158 138 160 149 189 171 169
169



294

Ejercicio 8.

a) Ordene los datos anteriores de menor a mayor,

b) De acuerdo con los datos anteriores, complete la siguiente

tabla de frecuencias:

¢) Con los datos de la tabla anterior, complete el siguiente dia-
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Intervalo

Frecuencia

110-140

3

141-150

151-160

161-170

171-180

181-190

1951-200

grama de frecuencias.

Ejercicio

a) ¢Hay alguna persona con una estatura mayor de 1707
b) ¢Cuédntas personas hay con una estatura menor de 1507
¢’) ¢llay personas con una estatura mayer de 160 y menor

de 1507

o Tomando en cuenta los datos representados en el
diagrama anterior conteste las siguientes preguntas:
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110

140

T41—150 151160 161—170 171 180 181— 190 191 200

d) ;Cuantas personas son mayores de 140 y menores de 1517
¢) ¢;Cudntas personas tienen una estatura entre 171 y 2007

Ramirez observa los diagramas de frecuencias correspondien-
tes a las dos muestras,

| [ | ! it AR _\_|

|
| | 1 | 1 | T I | 1

e inmediatamente se da cuenta que el de la izquierda ¢s mas o me-
nos simétrico y corresponde a una distribucién normal. En cambio,
el de la derecha presenta una asimetria notable.
Momentineamente, este hecho lo preocupa y quiere conocer la
causa; pero rapidamente recuerda que un gran porcentaje de
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la poblacién de Sirdcuarc es menor de 10 afics, es deciy, que hay
muchas personas con una estatura entre 110 y 140 cm, y gue ésta
es precisamente la causa de la asimetria.

Ejercicio 10.  Compare entre si la media, mediana y la moda
correspondientes a los datos de Taracho; y compare entre si Ia me-
dia, la mediana y la moda correspondientes a los datos de Sirdcuaro,

Comente sus observaciones con el maestro.
4, PROBABILIDAD

Iniciaremos este tema con un breve repaso de las ideas basicas
de probabilidad estudiadas en el primer grado.

Experimentos deterministicos y experimentos aleatorios

Un experimento deterministico es aquel en gue podemos prede-
cir el resultado porque sabemos que todas las veces que efectuemos
tal experimento obtendremos el mismo resultado. Por ejemplo, si
ponemos al fuego un recipiente con -agua, después de cierto tiempo
el agua hervira.

Si en las mismas condiciones repelimos varias veces el experi-
mento, el resultado serd siempre el mismo: el agua hervira.

Veamos otxo ejemplo de experimento deterministico:

Cuando se disuelve bioxide de azufre en agua, en determinadas
cantidades v bajo ciertas condiciones, se forma siempre dcido sul-
furoso. Y siempre que se repite el experimento bajo las mismas
condiciones el resultado es el mismo. (De no ser asi, no habria
muchos fabricantes de ese producto,)

Un fenémeno aleatorio, o al azar, es aquel en que no podemos
predecir el resultado, pues al repetir el experimento el resultado
puede ser diferente. Por ejemplo, al lanzar un dado de seis caras
no podemos asegurar que el nimero gue quede en la cara superior
sea el 4, Puede ocurrir que sea asi, o bien, puede ocurrir que sea
alguno de los nimeros 1, 2, 3, 5, o 6.

Otros ejemplos de situaciones al azar son:

1. Barajar un mazo de cartas y después extraer una. No se
puede asegurar que siempre que hagamos esto saldrd el as de espa-
das, por ejemplo.
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9. En una clinica de maternidad pesar a los recién nacidos, No
se puede predecir cual serd el peso de cada bebé.

3. Registrar las llamadas telefonicas durante un dia, en cierto
lugar., No se puede predecir cuantas llamadas habra.

4. Anotar las marcas de 10 vehiculos que pasen por una caseta
de cobro. No se puede predecir de qué marca o marcas serdn esos
10 vehiculos.

5. Contar el nimero de personas que asisten a una funcién de
cine. No se puede predecir cudntas personas seran.

El espacio muestra

Generalmente en un experimento al azar podemos senalar los
resultados posibles, Asi, por ejemplo, en el experimento de lanzar
un dado, el conjunto de resultados posibles es (1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Al conjunto de resultados posibles en un experimento al azar 1o
llamaremos espacio muesira.

Si se trata del experimento de extraer una carta de un mazo
de 52. entonces el espacio muestra son las 52 cartas, ya que cada
carta es un resultado posible.

Con respecto al experimento de lanzar una moneda, resulta claro
gque el espacio muestra es {aguila, sol}.

Bjercicio 11 En cada uno de los siguientes experimentos indi
que cual es el espacio muestra.

a) Se le pregunta a una persona distinta cada vez, en qué mes
del ano nacid.

b) Se extrae una carta de una baraja espanola (40 cartas).

¢) Se rifa un radio entre 25 personas.

d) Se anota la primera letra de 100 palabras.

e) Se juega a la loteria. El premio es de $5 000 000 y la emisién
es de 40 000 billetes.

£) Se le pregunta en el D. F., a una persona diferente cada vez,
qué estacion de radio escucha.

g) Se lanzan dos monedas, una de $1.00 y la otra de $0.50,
para ver si caen en dguila o sol, una o ambas.

h) De 14 fichas de dominé usted extrae una.

i) Se extrae una carta de una baraja inglesa (52 cartas).

1) Se hace girar una perinola de 6 caras laterales,
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En la teoria de la probabilidad, cuando hablamos de un expe-
rimento al azar, idealizamos un poco las cosas.

Por ejemplo, en el caso de lanzar una moneda al aire excluimos
como resultado posible el que la moneda caiga de canto, ya que
esto es “casi imposible” que suceda; pero, como sobemos, lega a
darse el caso. '

En ¢l caso de lanzar un dado de seis caras suponemos que no
estd “cargado”; de manera que cada uno de los 6 numeros ticne
exactamente la misma oportunidad de guedar en la parte superior.
Suponemos también que la persona que lanza ¢l dado no tiene nin-
guna habilidad que diera a algin numero mas oportunidad que a
otros.

Probabilidad de un evento

Antes de explicar lo que es la probabilidad de un evento, es ne-
cesario que precisemos primero lo gue es un evento.

Si consideramos un experimento al azar y su correspondiente
espacio muestra, entonces un evento es subconjunto del espacio
muestra. (Recuerde gue un subconjunto puede no tener elementos.
o tener uno, dos ¢ mas elementos.)

Para aclarar lo anterior veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 1.  En el experimento al azar de extraer una carta de
una baraja inglesa, un evento es “sacar un rey”. (Observe que este
evento tiene unicamente 4 elementos, pues en la baraja hay 4 veyes.)
Otro evento es “sacar un trébol”, (Este evento tiene 13 elementos,
pues hay 13 cartas en la baraja que son de tréboles.)

Ejemple 2. En el experimento de lanzar un dado de seis caras,
un evenw es “sacar un numero impar’. (Este evento tierie 3 ele-
mentos que son los nameros 1, 3, 5.) Otro evento es “tirar un seis”.
(Este evento tiene un solo elemento, pues en las caras del dado
s6lo hay un seis.)

Ejemplo 3, Al sacar una carta al azar de una baraja espafiola,
el evento “sacar un nueve”, no tiene elementos, pues en la baraja
espanola no hay nueves.

Si un evento no tiene elementos, lo llamaremos evento imposi-
ble.
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Wjereicio 12. De acuerdo con el experimento .en cada inciso
indique cudntos elementos tiene el evento.
Se tira un dado de seis caras.

a) “Sacar un numero par’.

b) “Sacar un numero mayor que 57
¢) “Sacar un numero menor que 3.
d) “"Sacar un numero mayor gque 6.
e) “Sacar un 47,

Fn una bolsa hay 20 canicas azules, 10 amarillas v 5 rojas. Sin
ver, se saca una canica de la bolsa.

f) “Sacar una canica amariila”.

g) “Sacar una canica azul”.

h) “Sacar una canica que no sea roja”.
i) “Sacar una canica que no sea azul”.
j) “Sacar una canica verde”,

De una baraja inglesa se extrae al azar una carta.

k) “Sacar un corazén’.

1) “Sacar una carta roja”.
m) “Sacar una carta que no sea as”,
n) “Sacar un diamante”.

0) “No sacar un diamante”,

Se lanzan dos monedas, una de $1.00 y otra de $0.50.
p) “Sacar dos 4guilas”.

q) “Sacar dos soles”.

r) “Sacar un aguila y un sol”.

8) “Sacar al menos un aguila”.

t) “Sacar al menos un sol”.

Daremos ahora la siguiente definicidn:

Con respecto a un experimento al azar, la probabilidad de
un evento es el cociente del nimero de elementos del evento
entre el numero de elementos del espacio muestra,

Si consideramos a los elementos de un evento como resultados
favorables, entonces 1a definicién anterior puede expresarse asi:



Con respecto a un experimento al azar, la probabilidad de
un evento es €l cociente del nUmero de resultados favorables
entre el ntimero de resultados posibles.

Ejercicio 1. En cada caso indique la probabilidad del evento.

a) Se extrae una carta al azar de una baraja inglesa. ;Cual es
la probabilidad de sacar una reina?

b) De una urna con 10 canicas blancas y 5 negras se exirae
una. ;Cudl es la probabilidad de sacar una canica blanca?

c) Se lanza un dado de seis caras. ;Cudl es la probahilidad de
no sacar un 5?

d) ¢Cuil es la probabilidad de ganar en la rifa de un reloj? Si
hay 30 nimeros y se compran 3 nimeros.

e) ¢Cual es la probabilidad de sacarse la loteria con un billete,
en un sorteo cuya emision es de 100 000 billetes?

f) De una urna con 15 canicas verdes y 10 amarillas se exirae
una. ¢Cual es la probabilidad de nosacar una canica amarilla?

g) (Cudl es la preobabilidad de sacar “copas” al extraer una
carta de una baraja espafiola?

h) Se lanza un dado de 6 caras. ;Cudl es la probabilidad de
sacar un numero mayor ¢ igual a 3?

i) De las 28 fichas de dominé se extrae una. ;Cuél es la pro-
babilidad de obtener la doble de seises?

i) En un cuestionario una pregunta de opcién tiene 3 posibles
respuestas, JCual es la probabilidad de que acierte casual-
mente a la pregunta?

En el siglo xvi1 el llamado “filésofo jugador”, Chevalier de Meré,

escribié al matemdtico Blas Pascal solicitdndole algunos informes

i

Pierre de Fermat Blaise Pascal
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sobre el juego de dados. A su vez, Pascal escribié al matematico
Pierre de Fermat con un asunto semejante. En la correspondencia que
asi se establecié tuvo sus inicios la teoria de la probabilidad.

Posiblemente a causa de su origen la teoria de la probabilidad
se¢ asocia demasiado con juegos de dados, rifas, naipes, urnas, -
letas, etc.; y casi nunca pensamos en sus multiples e importantes
aplicaciones en campos como la economia, la genética, la fisica, la
comunicacion, fa publicidad, etc.

Ahora que hemos realizado un breve repaso de los conocimien-
tos bdsicos de probabilidad, iniciaremos el estudio de algunos temas
nuevoes.,

Probabilidad del complemento de un evento
Consideremos €l experimento al azar gue consistée en sacar una

carta de un conjunto de 12, como el que se ilustra a continuacion.

[2

[ G Ce ]
,
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Cada una de estas cartas es un resultado posible del experimen- Fr =
to, de manera que el conjunto ilustrado es un espacio muestra al
que llamamos S. G ={1,2 3, 4, 5, 6)
Como usted puede apreciar, la proposicion abierta:
“x es una carta negra” determina un evento de S, si llamamos E G =
a este evento tenemos que:
-~ - b) De las 7 fichas “dobles” de un dominé se extrae una.
BRI il

H =

R * *& &*’ }={E.B} )

S ’ “—-———-—’%‘ g 3y & r=

—

L

Formemos ahora un conjunto con los elementos de S que no per- ¢) De los 7 dias de la semana se elige uno.,

tenecen a E. K = {lunes, viernes}
Al conjunto asi formado lo llamaremos complemento de E, y 1o
representaremos con E’. Asi que K =
- Y [ Vv (G L = {domingo}
é Q ? L’ =
L4 L v v e v ey
1 9 4 1 2 3 4 .
M = {sabado. martes, miércoles, lunes)

Observe usted ahora que cada uno de los elementos de E’ hacen M=
verdadera la proposicién abierta:

" . d) Se lanza una moneda al aire
X 1o es una carta negra

- . = {aguila}
Ejercicio 14, En relacion al experimento al azar que se mencio- _ o
na en cada inciso, obtenga el complemento de cada uno de los even- Nr = L
tos indicados, tal como se hace en a).
; | P = [sol}
a) Se tira un dado de 6 caras.
E = (2, 4, 6} | Pri=
AT | o (i, sy
" » . [
Q=

F =1{1, 2}
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e¢) En una bolsa hay una canica roja, una azul, una amarilla,
una blanca, una negra y una verde, sin ver, se saca una.

R = {azul, amarilla}

R =

Il

S = {roja)
S$ =
T = {negra, blanca, verde}
T =
Bjereicio 15, En relacion al experimento al azar mencionado en

cada inciso, obtenga la probabilidad del complemento del evento
indicado.

a) Se tira un dado de seis caras.
E= {2, 4, 6)
P(E) =

b) Del siguiente conjunto de fichas se extrae una.

L) . - @ @ L
L] - L] L
[ - ] ] L

P(E) =

¢) De una urna con 5 canicas blancas y 7 canicas grises se
extrae una.
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Evento E: “x es una canica gris”
P(E') =

d) Del siguiente conjunto de cartas ge extrae una,

& & b & & &

& b 4
o | A (44 a0

¢ ¢ ¢ ¢
¢ ¢ ¢
& ¢ (& ¢ (¢ ¢

—

Evento E: “x es un cinco”
P(E") =

e) De una urna con 10 canicas blancas, 6 canicas negras y 4
10jas se extrae una sin ver,

Evento E: “x es una canica negra”
P(E) =

f) Se lanzan dos dados de 6 caras. Se considera a x como la
suma de los puntos que aparecen en las caras superiores de
los lados.

Evento E£: “x es mayor que 7"

P(E") = (use el siguiente diagrama)
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] . o E t EZ N 5 LA 2
OO Of O 00 @R 820 i el h
OE OFE OE DR EE R | -
Seguramente usted, para obtener en el inciso g) anterior la pro-
babilidad P(E’), conté los 9 casos favorables (cartas gue no son

P(E) =
E”:l E] IZ] B ases), y dividié esu; numero entre 12 obteniendo asi el numero
[Z] BEI B DE} l:] de casos posibles (.ﬁ)'

. g
Ahora bien, observe usted que este cociente ﬁ’ también pue-

IZ]D DD BD DD D de obtenerse restando a | la probabilidad de E. Esto es:
E OB &0 00 EE BHO PE) =55

¢ ) Del siguiente conjunto de cartas se exlrae und. P(E)=1 - 5
& & & ey =is = 2.2
12 12 12
A Ejercicio 16, En cada uno de los incisos del ejercicio anterior
‘ ‘ obtenga la probabilidad del complemento de E, restando a 1 la pro-
babilidad de E. Compare sus resultados con los obtenidos anterior-
mente.

Este resultado a veces permite obtener la probabilidad de un

evento de una manera mas simple. Ejemplo:
v v ' Sabemos que en una escuela secundaria hay 950 alummnos, De-
seamos saber, al elegir un alumno al azar, cudl es la probabilidad
del evento “x es mexicano”. Podemos facilmente contar los alumnos
' ' ' que no son mexicanos (en este caso 3) y obtener la probabilidad del

En general, con respecto a un experimento al azar. si E es un
evento cualquiera y I’ es su complemento, entonces:

P(E") = 1 — P(E)
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_ 3
evento “X no es mexicano’. Esta probabilidad es 950" Ahora res-

tamos a 1 este resultado y obtenemos

3 950 3 947

950 950 950 950,
gue es la probabilidad del evento “x es mexicano™.

A fin de facilitar el trabajo en los temas que tratemos de aqui
en adelante, en lugar de ilustrar los elementos de un espacio mues-
tra, emplearemos algunos diagramas como los siguientes.

LA S
.l .2
&

En este diagrama se representa un espacio muestra de 24 car-
tas por medio de 24 puntos. Asi, por ejemplo; el punto que senala
la flecha representa la carta dos de espadas y el punto encerrado en
un circulo representa la carta tres de diamantes.

En el siguicnte diagrama cada uno de los 36 puntos representa
un posible resultado al lanzar dos dados, uno blanco y otro de color.
En particular, el punto encerrado en un circulo representa el resul-
tado en el cual el dado blanco cae en 2 y el dado de color cae en
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4. El punto senalado con una flecha representa el resultado en el
cual el dado blanco cae en 4 y el dado de color cae en 2.

b)

o
L]
©
@
L
L]
L]
&

5]

[ P O i I

Union de eventlos

Un evento, ya lo hemos dicho antes, es un conjunto. Asi que
cuando hablamos de unién de eventos nos estamos refiriendo a
una unién de conjuntos. Es por eso que podemos utilizar todos nues-
tros conocimientos sobre unién de conjuntos al estudiar la unidn
de eventos, Veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo. En el experimento de extraer una carta al azar de un
conjunte de 28, consideremos los eventos “x es trébol” y “x es espa-
da”, la unién de estos eventos es el evento “v es trébol o espada”,
Esto puede apreciarse mejor en el siguiente diagrama:
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vxoes trebol o espada’
“x es espada”

\

— — e —
L}

e

[ .
[ I
\
\ @ ® ® @ s @ ®
© >,

® | + >

Nota, En la baraja inglesa lu figura ‘ se denoming oxpadua.

Observe usted que en la expresion que usamos para referirnos
a la unién de los eventos empleados la letra “O7.

Calculemos ahora la probabilidad del evento “x es trébol o dia-
mante”, en el diagrama apreciamos que los casos favorables son
14 y los casos posibles son 28. Asi que la probabilidad de este evento

14

union es —
28

En el caso anterior los eventos que unimos no tienen elementos
comunes; pero algunas veces los eventos que unimos si tienen ele-
mentos en comun. Por ejemplo, en relacidn al experimento anterior
consideremos les eventos “x es carta reja” y “x es menor que 4.
La unién de eslos eventos es €] evento "x es carta roja o menor que
4” 'y en el diagrama apreciamos claramente los elementos comu-
nes de estos eventos.

® ® @ . * » °

“x s tréhol”
° . * w ® o .
1 2 3 4 5 2] 7
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I —— |
# I'l L] -1| L] 8 L] L]
' |
' |
& l. 2 .I [ 3 ] o [ ]
' L
' s = ot o =
| [
|
’ I [ a ] [ a L] .|
e = e = e i i
A [
e gl
i 3 3 P 3 8 7

Como usted puede observar, la probabilidad del evento “x es car-
2 .
ta roja o menor que 47 es é_g’ pues son 20 los casos favorables y

28 los casos posibles.

Kjercicio 17. En relacion al experimento de extraer una carta
al azar de una baraja espafiola (40 cartas), encuentre la probabi-
lidad de cada uno de los siguientes eventos:

a) “x es copas ¢ espadas”

b) “xes 30 7"

¢) “x es oros o 67

d) “x es 2 o copas”

e) “xes 408"

f) “x no es copas o es 5"
g) “x es 7 o no es bastos”
h) “x no es espadas o es 47
i) “x es oros o no es copas’

j) “x no es 5 o no es 6”
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Sugerencia: llustre cada caso con un diagrama como el siguiente:

VA O K

1 2 3 4 5 &8 T soia ca;be{il‘o ey

Interseceion de eventos

Ya que los eventos son conjuntos, la interseccién de dos even-
tos se forma con los elementos comunes a ambos eventos. Asf por
ejemplo, en el experimento de sacar una carta al azar del conjunto
que se ilustra en el diagrama, la interseccién de los eventos “x es
menor que 4”7 y “x es diamante” es el evento “x es menor que 4 y
es diamante”. Esta interseccién tiene 3 elementos como puede usted
apreciar,

® Q>
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Observe que en la expresion que usamos para referirnos a la
interseccion de los eventos usamos la letra “y”, La probabilidad del

evento “x es menor que 4 y es diamante” es pues los casos

3
4_0}
favorables son 3 y los casos posibles 40.

En relacién al experimento al azar anterior, ;cual es la proba-
bilidad del evento “x es corazon y trébol”?. Como los eventos “x es
corazén y “x es trébol” no tienen elementos en comun, entonces
tenemos cero casos favorables. Por lo tanto, la probabilidad del
evento “x es corazbn vy trébol” es cero; es decir, se trata de un evento

Jdmposible. Esto resulta claro pues ninguna carta puede ser corazén

y trébol a la vez

Ejercicio 18, Considere el experimento de sacar una carta al
azar de la baraja inglesa v encuentre la probabilidad en cada caso.

a) “x es rey y carta roja”

b) “x es 9 y carta negra”

c) “x es reina y trébol”

d) “x es 10 y rey”

€) “x es carta negra y roja”

f) “x es menor que 8 y carta negra”

g) “x es carta roja y mayor que 10”

h) "X no es carta negra y es menor que 7°
i) "x no es mayor que 5 y es diamante”

J) “x no es wébol y no es mayor que 8

En los ejercicios anteriores usted pudo apreciar que la probabi-
lidad de ia union de dos eventos sin elementos comunes, puede
obtenerse sumando las probabilidades de cada uno de esos eventos.

Ejemplo, Al tirar un dado de seis caras la probabilidad de “x es
1

1”7 es g7 ia probabilidad de “x es 27 es El—; ¢Cual es la probabi-
lidad de “x es 1 0 277

1 1
Respuesta, La probabilidad de “x es 1 0 2” es 1— +— 0 sea —
6 6 3
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Ejercicie 18.  En cada inciso encuentre la probabilidad que se
pide. Los eventos cuya probabilidad esté dada no tienen elementos
en comun.

a) Al extraer una carta de un mazo, la probabilidad de “x es cora-

. 1 - - 1 :
zon” es Y la probabilidad de “x es espada” es 7 ¢Cual
¢5 la probabilidad de "x es corazon o espada?”.

b) La probabilidad de que el Sr. Tello sea jefe de su Departamento

¢s de ? y la probabilidad de que el Sr, Morelos sea jefe del
o]

mismo departamento es de é ¢Cudl es la probabilidad de

que el jefe del departamento sea el Sr. Tello o el Sr. Morelos?
¢) Al extraer una canica de una urna la probabilidad de “x es

= 33 1 AT = s r
canica blanca” es 5 y la probabilidad de “x es canica amari-

la es % ¢Cuadl es la probabilidad de “x es canica blanca o
9
amarilla?

d) ¢Cudl es la probabilidad de que una casa sea robada o se in-
cendie? (Se sabe que la probabilidad de que esa casa se

1
incendie es 100 000 y la probabilidad de que sea robada

1

—)
10 000
e) La probabilidad de que una persona venda una aspiradora es

2 1

— y la probabilidad de que venda una pulidora es —, ;Cudl
7 5

es la probabilidad de que esa persona venda una pulidora o
una aspiradora.

Probabilidad de la union de dos eventos
con elementos eemunes

En algunos diagramas como el del ejercicio usted pudo apreciar
que la probabilidad de la unién de eventos con elementos comunes
se puede calcular sumando la probabilidad de cada uno de esos even-
tos y luego restando la probabilidad de su interseccion.
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Ejemplo. gn yna urna hay canicas de dos tamanos y de varios
colores. Al extraer una canica al azarla probabilidad de que sea café

2 1
o5 g la probabilidad de que sea grande es = ¥ la probabilidad de

; 5
que sea grande y café es T (Cuil es la probabilidad de que al
exiraer una canica salga grande o café?

Respuesta. 1, Probabilidad de que sea grande o café es %
1

porque

En general.

Si tenemos dos eventos A y B, en relacién a un experimento al azar,
entonces la probabilidad de A U B es igual a la probabilidad de A
mas la probabilidad de B, menos la probabilidad de An B. En simbolos,

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB).

Ejercicio 20 gy cada inciso encuentre la probabilidad que se
pide.

a) Al extraer al azar una carta de un mazo, la probabilidad de

— 1 o . e 1
“x es reina 8813— la probabilidad de “x es trébol” es 2

y la probabilidad de “x es reina y trébol es 515 ¢Cual es la

probabilidad de “x es reina o trébol™?
b) En cierto lugar y a detexrminada hora, la probabilidad de que

3
"lueva” es g la probabilidad de que “la temperatura sea
; 2
mayor de 15°C” es § la probabilidad le que “la temperatu-

ra sea mayor de 15°C y llueva” es de % ¢Cual es la pro-

babilidad de que “la temperatura sea mayor de 15°C o llueva”?
¢) En una poblacién, al elegir una persona al azar, la probabi-
2

7 la probabilidad de que “use

lidad de que “sepa leer” es .
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calzado” es 3 la probabilidad de que “sepa leer y use cal-

4
zado” es T ¢Cuél es la probabilidad de que “ase calzado
o sepa leer”™?
Al extraer al azar una canica de una urna, la probabilidad

3 . N
de que sea pequeiia y gris Eséﬁ" la probabilidad de gue sea

1
pequena esé y la probabilidad de que sea giis ¢s T

¢(Cudl es la probabilidad de que sea pequena o gris?
¢Cudl es la probabilidad de que un arbol frutal sea dafnado
por hongos o virus? (Se sabe que 1a probabilidad de que sea

. 3 Ty
danado por virus y hengos es de 58 la probabilidad de que
sea danado por virus es de % y la probabilidad de que sea

danado por hongos es de i.)

o w
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